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~����2�����w�e�
���w�����^���V�������������|���^�A�������������7�A���2���Y�w�������G�O�_�������w�w���Y�%�V���e�7�����|�w���Y�, z�^¡#���£¢��2�A�7�V���O�G�_���Y¤|�V���£¡����^�V¡#�V¥
¦���§¨���V���T©O���w�/�%�w���V�������,ª«��¬A�O��®�A�£¢7¤^�A¡�¯����O���X���Y������±°-���^���Y�,�A���,ª«�A�Y�,�|�O������¤w�����������2��®�V�����w���Y�A�_�A���A¬V�X�e���^�����w���A�2�Y���(�Y�^���/����¡��A������^�n�V���V�w�«�e¨���w�T�������^���2��ª«�����Y��¡2��¥X²³�´���w�£�,�Y�w�2�����/§µ�X¢��£��¡��^�Y�����w�«�_�V�Y����¤w���
�w�V�����Y���O�£�e�|���V�|�V���V¬A���2�z®�A�µ�±§µ���e�^¢����w�Y����¢���ª«�2�^�����A�|�e�9���w���A�2�Y���2�2¥=¶%���_�±§¨��¢���ª«���^�����A�^�A�9���w�w�2���£¡��A�|�A�^¢· �e�%���^�V¡#�T�¨�A����¢��T��¡�����¤_�2¢>©w�V��§µ�2���j�V���e���9���w�Y���/¢���ª«���^�����A�^�A� · �������^�A¡��2�2¥
¸z�Y���G���A�^��ª«�#�Y�w��¢w�«���0¢������T¡¹�X���^�2���º�Y�A�_�A���A¬V���T���A���»¢��T��¡�����¤|�T¢>©��A�«§¨�������A�«�¼�w��§�ª«�#���^�G¢½�^�����^¬

ª(�^���Y���_�A�����A�T¡¹���V�Y�2¥z¶������^�A�w¬V�º�Y�w���»�e�Y�,����¡2�e�������£���e���Y�A�^��¡A©�ª��O�±���^�A�7���Y���G�£�e�>�Y�A�_�A���A¬V���T�µ�|�n�A�,�w�Y�#®���Y�Y�2¢
¢������T¡¹�Y���V�^��¥/���^���^���V�|�O���T¢�ª«�#���^�G¢���Y���T�¾����¢��#�Y�2¡#�¾�Y�w�2���X¢����Y�2¡#�����A�^�¾���u�Y�w��¡��V��ª«��¡�ª«��¡�����§��n�A��¤^�V¡�¯O¿
¬A�Y�A�^�^¢>¥%ÀG��ª(�w�£���Y���V�^�%®�A�%ª«�O�±� · ���¾�V�������O���e¤w���,���w�Y����¢���ª��2�^�����V�^�e�*ª«�A�w��®�A�£¢w�¾�A�����_����®�A�Yª«�2¢»����A��¢��2�
���7¢��#�Y���Yª«���w�����^����Á_�T¡¹�,�eµ�p�w�A���Y�����G���A���Y�A�_�A���A¬V�º�V�����w�«�e����¬A�wª«���O���ez�Y�w��ª��w�������|�V�����A�T¡¹���V�Y�2¥¾���^�
�e����¬A�wª«���O�%�A����w��¢����_�A�����A�^¢�ÂO�^�A¢w���w�_�A�����Y�X���w���w�Y���^¡����^������Ã��2�2©w�Y�w��ªX�������A�2�%�e�^¢��T�A¡��»�e�Y�w���¾���¾ª«�2�e¿
���w���T¢>¥
���w�¨ªX�e����¡#�V�^¡#���^�����V�/�£���Y�^���z����Ä2�µ�£�=ª«�A�Y�M��ª��_�A���Y�A�O�*�Y�w�����A�Y���2�O�Y���Y���V�j¥����w���^�A���Y��¡��w�£�e��¢���ª«�2�^�����A�|�

�e��Y�w�º�%�w���A��������¢��#�Y���Yª����w�p���w�7�e����¬V�wª«���O�Y�(�e����^�pª(�^���Y���_�A���p�V�2¡¹�Y�A����©����w�º��� · �w���|¡#�p�A����w�7���_�2¡����_¡
���^�e�_�(�A-���w�����w���A�2�Y���(�£�¾��ªX�e���R¥����w���Y�(�A�w�|�T�e�����Y�p¤_���º������¬V�O�%�#Á9�2¡#���V�����w���e����¬V�wª«���O�Y�%���V�����z���^�
¢���ª«���^�����V�^���eµ���w���%�w���V�������«�e�Y�«������¬V�O���������A��¬V���¾���w�2�u�Y�w�X����Ä��«�eµ���w�«�G�£����¤w�����^�w���V�������V¥����w�«ª«�#�Y�w��¢�£���2���|�T¡#�£�e�����´�^���#®�w�-�Y�¡��w�2¡�¯���w���G�£�e¤w�������±��A��º�^���V�|�O���T¢uª«��¢����M®�A�,�Y�w�X���V�|�V���V¬A���Aµ�Y�w�p���^���V�������V¥
²³ª«�w�Y���A��ª«�2�V���µ¡2�e��¤_�,ªX�A¢���¤G�X�#Ãw�eª«���w���^¬(ª«�A�Y�����^�V¡#�2�2©V�Y�e¯G���w¬����O�����A¡2¡#�A�^�V���e���>¢���¬V���2�2�M�e�®�Y���T¢��Aª
�e=���^���_�V�Y����¤w���/���^�A¡��2���e�^¢7�Y�2���2�A�Y¡��w���w¬(���w����Á_�T¡¹���e�¢���Á_�2���2�V���_�V���������A�^���A����^���A¤^�����Y�A�2�2¥





Å ²³�«���w��¤_��¬V���^�w���^¬����w�¾�w�w���A�2�Y����§¨�V�z¡#�Y�2�e���T¢>¥=���^���M�^�A�-ªX�V¢��%�����e�M�A>�|�2�A�w�����A�2�����e�w¬V�����e�^¢«¤_���2�
§��£¢������p�Y��¬O�e��¢��2¢��V����¤^�A¢7ª«���A�V¥ ÆXÇpÈ¾�A�w¬V���V��¶�¢w�eªX�





É ÊÌËÎÍÐÏÑËÎÍÓÒ

ÔÖÕ#× �2�nØ�Ù*Ú=�e�TÛlØ × Ô_Ô
Ü ¥ Ü ¦��£�����A�Y���AzÝµ�O��ª«�A���A¬V� ¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÜVÜ

Ü ¥ Ü ¥ Ü ¶%�^¡#�����O��Ýµ�V��ª«�A���A¬V�7¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÜnÞ
Ü ¥ Ü ¥ Þ  M�A�����pß���¢��2���Ýµ�V��ª«�A���A¬V�à¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÜnÞ
Ü ¥ Ü ¥ á ß���¢��2���Ýµ�V��ª«�A���A¬V�7¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ Ü2â

Ü ¥ Þ ¸z�Y���|¡#���w���T�!¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ Ünã
Ü ¥ Þ ¥ Ü Ýµ�O��ª«�A���A¬V��¡2�e�_¸z�Y���^¡����^����¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ Ünã
Ü ¥ Þ ¥ Þ ä �2�A���¾Ýµ�A�^�������e���O�Y�%¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ Ü�å

Ü ¥ á æ����Vª«�#���Y�ç¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ Ü�å
Ü ¥ áw¥ Ü æ��2�G¢w�2����¡2�è¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ Ü�å
Ü ¥ áw¥ Þ ¸-�e���e������������ª ¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÜTé
Ü ¥ áw¥ á Þ È¾��ª«���|�����A�^�A�>²±���A���Y�A�w�£¡�æ����Vª������Y���T�ê¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÞAë
Ü ¥ áw¥ â ¸��A���^¡2�e�Yì��A�^¢»í,���2���»È%�£��¯G�î¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÞwÜ
Ü ¥ áw¥ ã ¦%�������V�����A-Ýµ�w�Y�A�T¢7À��^�A¡��´¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÞVÞ

Ü ¥ â ß���¢��2���uÝµ�V��ª«�A���A¬V�ï¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ Þ á
Ü ¥ â ¥ Ü æ��2�w�����e�jð��2���e�����G���±�Î¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ Þeâ
Ü ¥ â ¥ Þ Ýµ�O��ª«�£¡�����ª«�A°-ñ¼���G�j¸��V�����^���e���«¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÞVã
Ü ¥ â ¥ á ð��V¤|�2�������V��¿òñ¼�A��¯V����ß��#�Y���£¡ó¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÞVã
Ü ¥ â ¥ â  z�V�A���������A�7�e=���^�/���w���A�2�Y����¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÞAô

Ü ¥ ã Ýµ�V��ª«��¡,ß��£¡#�Y��§��n�A�¾õ��V¡�¯O¬V���V�w�^¢ö¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÞA÷
Ü ¥ ã ¥ Ü È¾���Y¡#���V���Y���e�^¢�ø¾¤^�����Y�G���w¬��e=���^�/Ý¨ßuõ ¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÞA÷
Ü ¥ ã ¥ Þ ¶%�w¬A�w�£�e��¸���§¨����ÀG�_�2¡#���Y�wªù�A�^¢7À��w�w���Y�£¡��e�j¦¾�e�Yª«�A�w�£¡��´¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÞAé
Ü ¥ ã ¥ á ø¾�Y��¬V���º�e=���w��Ý¨ßuõ	¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá ë
Ü ¥ ã ¥ â À��V¡��^��¿qñ¼�A��®�, -Á_�T¡¹�û¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá Þ
Ü ¥ ã ¥ ã ²±���e�Y���V�O���A�^¢º����§

`
· �^¡#���^�e�����A�^�û¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá â

Ü ¥ ã ¥ ô ¶%�w�����e�Y���V�G���e�^¢7�w��¬A�
`
· �|¡¹���|�������A�|�\¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá â

Ü ¥ ã ¥ å ü �A��¿³���Y���O�£�e�>�*�A�_�A���A¬V���T�(¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá ã
ýÿþ Ø|���ïÛR���µØ��MØ��lØ��
	�� þ Ø × ����=�2� ���
Þ ¥ Ü Ýµ�V��ª«�A���A¬V�X�G���*�A�_�A���A¬V� ¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá å
Þ ¥ Þ �*�A�_�A���A¬A� ¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá å

Þ ¥ Þ ¥ Ü ß�A�w��®�A�£¢w�\¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá å
Þ ¥ Þ ¥ Þ æ��2�Aª«�#�Y����¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá ÷

Þ ¥ áÿß��w�����-Ýµ�A�w�^�2¡¹�Y�2¢7���V�|�V���V¬A���2��¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá ÷
Þ ¥ áw¥ Ü ²±���Aª«�#�Y�����2�u¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá ÷
Þ ¥ áw¥ Þ ²±���Aª«�#�Y���7æ����V�w�»¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá é
Þ ¥ áw¥ á ß��^���Y�=Ýµ�A�w�^�2¡¹�Y�2¢��^�2�Y�º¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá é
Þ ¥ áw¥ â ²±¢��2�O�����|¡��e�����A� ¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥úá é
Þ ¥ áw¥ ã æ��w�O�±�¾Ýµ�V�w���T�b¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ â|Ü
Þ ¥ áw¥ ô � �w�^¢w�Aª��2�O�Y�e�jÈ¾�AªX�A���ÿ¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ â|Ü
Þ ¥ áw¥ å ÀG��Ä��T�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ âGÞ
Þ ¥ áw¥ ÷  -Ãw�Aª��^���V°z���V���^�Ö¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ â á

å



Þ ¥ â ¶\¸z�Y���V���*Ýµ�V�^�������e���V��� ¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ âVâ
Þ ¥ â ¥ Ü ä �G¡2�e�*Ýµ�O��ª«�A���A¬V��¡2�e�_¸z�Y���^¡����^��� ¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ âGã
Þ ¥ â ¥ Þ Ýµ�V�^�±�Y�Y�A���O���µ�V�»æ��2�Aª«�#�Y���ê¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ âOô
Þ ¥ â ¥ á Ýµ�V�^�±�Y�Y�A���O���µ�V�7�*�A�_�A���A¬V�u¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ â�å

� þ Ø|���ïÛR���µØ��MØ��lØ��
	�����Ú����ò�w��G��Û ×Ðý�� � × Ù�� � � �áw¥ Ü Þ ÈÖ¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ã ááw¥ Ü ¥ Ü � �£����¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ã ááw¥ Ü ¥ Þ ÀG�^�w���Y��¡2�e��¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ãeâáw¥ Ü ¥ á ¦%�O�_���Y¤_�A����¡ ¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ãAôáw¥ Þ áAÈÖ¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ãOå
áw¥ Þ ¥ Ü � �£����¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ãOåáw¥ Þ ¥ Þ ÀG�^�w���Y��¡2�e��¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ãOåáw¥ Þ ¥ á ¦%�O�_���Y¤_�A����¡ ¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ôOÞ

� þ Ø|���ïÛR���µØ��MØ��lØ��
	����«����V���w���TÛlØ × �
� Õ � �*��Û × � !��
â ¥ Ü áAÈ Ýµ�A�^¡��������,ª«�#���^�G¢^��°Mæ��w�O�±��¦%�w�O�����w¬ ¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ô á
â ¥ Þ áAÈ ÀO�Y�e���£�±�Y��¡2�e�>ª«�#�Y�w��¢w�7¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ôAâ
â ¥ á Þ È Ýµ�A�^¡��������,ª«�#���^�G¢^�+¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ôAâ
â ¥ â Þ È ÀO�Y�e���£�±�Y��¡2�e�>ª«�#�Y�w��¢w��°-�^�A��¿±æ,�e�^�Y�����A�»Ý¨ßõÓ����¬A�^�e���w�Y�2��¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ôGå
â ¥ ã ß��w�������_�A����"-�2¡#���A����¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ôV÷

â ¥ ã ¥ Ü È¾��¬V���2�2���e � �Y���T¢��Aª ¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ôV÷
â ¥ ã ¥ Þ Ýµ�V�^�±�Y���|¡¹�����A��¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ôV÷
â ¥ ã ¥ á È¾���_�A��� ¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ôVé
â ¥ ã ¥ â ÀO�����Y�������£¡�� ¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ôVé

�ÿþ Ø|���ïÛR��#`Ûl�A��Ø%$(����'&��w��()�^��Ø_Ú × Ù*��Û+�¼Ú,�R���2ÛRØ × � � Ô
ã ¥ Ü Ýµ�A�G�V���������A�º¤|���±§µ�2���7�����w�2�A������¬A�2�wª«�G¢w�2�¨���X���w�w�2���£¡��A�Ó¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ å�Ü

ã ¥ Ü ¥ Ü ä ���w�T�e�� z��¬A�2�wª«��¢��2��¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ åAÞ
ã ¥ Ü ¥ Þ ÀG�^�w���Y��¡2�e�> z��¬A�2�wª«��¢��2�ö¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ åAÞ
ã ¥ Ü ¥ á Ýµ�V�O�V���������w¬ ä ���w�2�A�¨ M��¬V���wª«��¢��2������ÀG�w�w�2���£¡��A�c¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ å á
ã ¥ Ü ¥ â ²³ª«�w����ª«���O�Y���w¬��*�A�_�A���A¬V� ¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ å á

ã ¥ Þ  z��¬A�2�wª«�G¢w�2���A � ���e�¾ÀG�^�V¡#�2��¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ å�â
ã ¥ Þ ¥ Ü  z��¬A�2�wª«��¢��2���A*�Y�w�/á�¿³���V���|� ¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ åAã
ã ¥ Þ ¥ Þ - �w�A�������O�Y���A��Y�w�/���V���|�p¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ åeô
ã ¥ Þ ¥ á ¦¾�e����*�w�Y�»ÀG�|�A¡#��¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ åeô
ã ¥ Þ ¥ â - �^�A���Y�����*�w����ÀG�^�V¡#�Î¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ åVå
ã ¥ Þ ¥ ã ���w����¢º�*�w�Y��À��^�A¡��ú¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ åe÷
ã ¥ Þ ¥ ô ÀG��ÃG�����*�w����ÀG�^�V¡#�´¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ åeé
ã ¥ Þ ¥ å ¦¾�e�O��ÄT��¡��w��¿qñ¼���|¢G�����^�V¡#�ó¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ åeé

!/.102�3O�nÛ4�  × �2���356G�2Ú7�®�T� 8 Ô
ô ¥ Ü ¦��G�_�e�Y�w�2�����ê¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÷^Ü
ô ¥ Þ ð��T���w���Y��¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÷OÞ

ô ¥ Þ ¥ Ü  z�|¡#����¢��T�e�ÀG�^�V¡#� ¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÷OÞ
ô ¥ Þ ¥ Þ �*�A�Y�^�Ì¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÷ á
ô ¥ Þ ¥ á Ýµ�w��ª«�w���»ÀG�^�V¡#�2�Î¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÷Aâ
ô ¥ Þ ¥ â ÀG�£�e¤�ÀG�^�V¡#�ú¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÷Vô
ô ¥ Þ ¥ ã ¦¾�e����*�w�Y�»ÀG�|�A¡#��¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÷Gå
ô ¥ Þ ¥ ô - �^�A���Y�����*�w����ÀG�^�V¡#�Î¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÷V÷
ô ¥ Þ ¥ å ���w����¢º�*�w�Y��À��^�A¡��ú¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ ÷Vé
ô ¥ Þ ¥ ÷ ÀG��ÃG�����*�w����ÀG�^�V¡#�´¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ éVë
ô ¥ Þ ¥ é ¦¾�e�O��ÄT��¡��w��¿qñ¼���|¢G�%ÀG�^�A¡��û¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ é^Ü

ô ¥ á Ýµ�A�|¡#���^�����A�|� ¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ éOÞ

÷



ô ¥ áw¥ Ü Ýµ�V�^¡#���^�����V�^� ¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ éOÞ
ô ¥ áw¥ Þ �¾���A¤w�������±� ¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ éOÞ
ô ¥ áw¥ á ²³ª«�w�Y���A�2ª��2�O�!¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ éOÞ

~:9<;35>= þ Ø × �� × �TÛlØ × � ?��
& @º��Ø|Ú,�A��B7OØ|��	 ? �
þ ��Û+�¼Ú,�R���2ÛRØ × ?��
Ý¾¥ Ü Ýµ�A�G�V���������w¬ ä ���^�2�e�� M��¬V���wª«��¢��2�¨�Y�pÀG�w�w�2���£¡��A�\¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ éGåÝ¾¥ ÞC� ���e�� z��¬A���^ª���¢��T�Ñ¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ éGåÝ¾¥ Þ ¥ Ü ¦¾�e����*�w�Y�»ÀG�|�A¡#��¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ éV÷Ý¾¥ Þ ¥ ÞD- �^�A���Y�����*�w����ÀG�^�V¡#�Î¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥�¥�¥,¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥�¥�¥,¥�¥,¥�¥,¥�¥�¥ éV÷

� @E�lØ_�T�2����	 ÔGF�Ô

é



ÜTë
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²³� ¢��2�Y¡#�Y��¤^���w¬7�Y�w�X���w���A�2�Y�����e�����������A��¬V�2���,�Y¡��A���T�¾���w�2���X�e�Y���±§µ�7���O�Y�����±§����w�T¢u�£�Y���w�T�������A¢^¢����T���2¥����^�
�^���±���A�^��¡��A�^¡����Y�^�*§����Y���Y�w������¡2�e���±�Y���|¡¹���^���¨�e9���^�V¡#�V©�������¬A���Vª«�#���Y�A¥*���w�����T¡#�A�|¢(¡#�V�^¡#�2���|�*���Y�-�����Y�^¡#���w�Y�
�A�����w�����A��¬V�2���µ�Y¡��e���A©O���Y�µ���V�|�V���V¬A�A¥zÝµ�V��ª«�A���A¬V���e�|��§¨�����-�Y�w�¾ÂO�w�T�±�Y���V���e�§��|���µ¬V���Vª������Y�(�Y�w�,���w���A�2�Y���
�^�V��©�¤w�w�����w���V�w�������A�_�A���A¬V��¡2�e�9�£�����w�����^�e�������Y��¬V�w�£�e�Y�����V¢w¢��Y�2�Y���T�µ�£�¨���^�,�^�w�������^�2�Y���e*���w���w�^���V�������V¥
ü �T�e�Y���«�e���|¡��V��ª«�A���A¬A���2�2©e��Ã�¡������µ®�A�¨�A�w�T�z§������7�/¡#���V���2¢«�G�G�|�2�Y���w�w�2���%¬A���Vª«�#���Y�A©O�A�Y���^ª��%���^�e�¨���^�A¡���£�������|�w���Y�A¥����w�£���w���T¢�¡������Y�e���w�����w�e��¤_�µ�Y���^���A�^¢��w�G�G���£¡��e�O�w�Y���|¡#���w���T�-¢��,�e������§0®�V�-�%ª«�A�Y�¨¬A���^�����e�O�O����§�¥

æ����Vª«�#���Y�A©_¬A���V���Y�w�2¢7¤G�7¬A���^�����e�j�Y���£���Y���G���±�7¢��T��¡�����¤_�2�%���w��¬A���Vª«�#���Y�p�A-���w�����w���A�2�Y���A¥¾���w��¡��w�����e���w�Y��e_���^�%���w���A�2�Y�������µ¢��#�Y���Yª«���w�T¢�¤O�������-ªX�A�Y�z¡#�V�O�����O�T¥*²ò�µ¡2�e�«¤_���|�O���������A�2�����A�-�w�2¬V���Y���V�����(¡#�^���V�2¢>©V�A�-�w�A�
¡#�^���V�2¢X���¨�e���R¥-¦���§¨���V���T©e¬A�2�Aª«�#�Y����¢��G�2�µ�w�e�µ�w���T��¡�����¤_�%�e�G�O���w���w¬(�A¤|�V���M�Y�w�%¬V���V¤^�e�|�±�Y���^¡#���w�Y���A����^�V¡#�V©
���^�����£��¢w�2�Y¡#�Y��¤_�2¢�¤G�7���V�|�V���V¬A�V¥����w��¬A���A¤|�e��¡#�w�Y�������^�����eM���^�A¡���¢��G�2�¾�Y�2�����Y��¡#�%���^���Y�A�_�A���A¬V��¡2�e�*���^�A�|�T�
���^�(���w���A�2�Y����¡��A�7�|�n�A�A©�¤^�������^���Y�/�e�Y�,�����V�����e�j¢���Á9���Y���O�����V�|�V���V¬A�£¡��e�j���^�A�|�T��§����Y�»���w�(�Y�eª«�,¬A�2�Aª«�#�Y���
���|����¬A�2�w�����e�9�Y���£���Y���G���±�p¡��A�º�w�A��¢����������w¬V�w�����j¥
¶%�%�«�w���V�w���2���e-¡#�O��ª«�V���V¬A�p¶%��¤_�����% z���^����������e���Y�2�A¢w�p�e�Y¬A�w�T¢��Y�^���%���w�2����ª«��¬A�O�%¤_�/�e�Y�w�����_�V�Y����¤w����¿

�������2�,®�V�,���w�«�Y�A�_�A���A¬A���Aµ�Y�w�����^���V�����������^�A�¼���w�«�Y�w���2�X¡#�Aª«ª«�A� ���^�e�_�2��¤^���/�w�X�A¡�¯G�w��§����2¢�¬V�2¢���^�e�
ªX���Y�w��ªX���Y��¡2���^�V���]\ �����A�V���V�2¢ºl�e�¾���w�V�w¬A���V�#�¾�������A¡�¯G���,���w���w�Y�A¤w����ª»¥%ÀG���^¡#�(���w�2�u¡#�O��ª«�V���V¬A�p�|�A��¤_�#¿
¡#�Vª«�¾�V�w�¾�Aj���^��ª«�O�±���A¡#�����A�����T���T�e��¡����e�Y�2�A�µ�e=�A�����Y�A�w�Vª(�X�e�^¢º�A�����Y�A�w�G������¡2��¥]^z�#�2©��^�V�Y���>�Y�2¡����O�����«���^�
�����^¢��º�e*���w�,�Y�A�_�A���A¬A�X�A*�Y�w�/���^���V�������,§��A�¨�w���V�����w�£¡�¯A�T¢p�^�j¥
²³�����w���^�V�±�=�±§µ�,¢��T¡��A¢w�2�=�A�w��ªX���Y�w��ªX�e���£¡��e�����^����¬V�O�=���O�������w�¨�Y�A�_�A���A¬A�,�A|�A�^��¡��V��ª«�V�*�^�A�-�V¢����e�^¡��2¢

����¬V�w���_¡��e�O�Y���V¥/ñ´���^�n�V�����2�A���w�T¢�§��^�e���Y�w�X¡#�V�^���TÂO�w���^¡��2�¾�eµ���^¡��u���A�_�A���A¬V���T�¾�A���V©j�e�^¢®�A�w�|¢u§��n���%���
§��w�£¡��»§µ��¡#�V�w�£¢º¢������T¡¹�%���^¡������^�A�º���Y���G�£�e�9���V�|�V���V¬A���A��Y�w�/���w���A�2�Y���,���»§��w�£¡��7§µ�������V�A¥�²³�7���w�£���Y�w�2�����
§¨��§������M¢��2�Y¡#�Y��¤|�«§��^�e�����^�V¡#�2�,�A���«�_�V�Y����¤w���«�A�^¢´�w��§`�Y�»¡��A�^�������e����Y�w�X�_�V�Y����¤w���«¡��A���|¬A�w�����Y���V�^��¥�ñ¼��e�£���«¢w�2�Y¡#�Y��¤_�,���w����Á_�T¡¹���Y�w���ºª«��¬V�V���|�n�A�,�A�7�A�w�%�w�w���A�������,�A�^¢º���w�/�e���Y��ª«���Y������¢������2¡#�����^�2�����#Á9�2¡¹����¥
ñ¼���A¢^¢����w�Y���G���A�^�����º�w�G�^���2¢»ª«�#�Y�w��¢»���º�A�w���e�����2�^�e�j�|�����w¬X�Y�w��¡��V��ª��£¡�ª«�£¡#�Y��§¨�n�V��¤|�A¡�¯G¬A�Y�A�w�|¢º�A�^¢
ª(�^���Y���_�A����A�T¡¹�Y�A����¥ ���^����¡��|�e���Y���p���Y�A�����X§����Y�Ð�e� ���V�Y����¢��|¡¹�����A� �A��Y�w�ªX�e��� �w�Y���^¡����^���T�«®�A���_���V�w���
§������w�V����¤^�A¡�¯G¬V���V�w�^¢X¯G�w��§����2¢�¬V�,���º���w�,�|���£¢w���e-¡#�O��ª«�V���V¬A�X�e�^¢p���V�|�V���V¬A�V¥

_�`a_ bKced2f,gih7jWg�k*lmg�d,nogqprg�sij
Ýµ�V��ª«�A���A¬V�X�����V�w���e=���^���A�£¢��2���%��¡����2�^¡#�T��©����%�£�����^�/��¡����2�^¡#���A*�Y�w�/¡#�O��ª«�V�2¥-²ò�%�^�V���^�A¢º�Y�w�/���V�Y���Y�2�����e
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�w�Y���G���A�^�������V�����wª«�2¢j¥
²³� Ü2éVÞAé ¦%�w¤w¤w���,�w���T���2�O���2¢p�w�£��¬A�Y�A�w�^¢p¤w�Y�2�e¯G���w¬(�|�e�_�������º§��w�£¡��p�^�,���w��§��µ���|�������w�2�����A�����A¤GÂ±�T¡¹����A�w�Y����¢��(�A�w�¾��§���¬V�e�£��Ã��p�����2ª�����ª«���A�/�n§��n�X®�Y�AªÑ�^�2¥�¶����=���w���Y�A�j�w�2¤w�w�£�e�/�w���A¤^�����Y�A�T¢7ª����V�2¢»�n§��n�§����������_���T¢7�w���V�|�V���Y���V�^�e�|���«�Y�w������¢��£�±���e�^¡��A°

v = H0D
v Ü ¥ Ü w

§��w�2���
v
�£�����^�p���A¢��£�e�z�V������¡#���±�´�A¨�Y�w�p�^��¤w�w�£�e�V©

D
���w�7¢������Y�A�^¡#�º�e�^¢

H0
�Y�w�º¦%�w¤w¤w���p�|�e���eª«�#�Y���(�e�

¡#�^���Y���O�=����ª��V¥=���^��¡��w�Y���2�V�����e���w���e|���w��¦��^¤w¤w�����^�e���eª«�#�Y���=���-�A�w�w�Y�nÃ���ªX���Y�����
H0 = 72±8km/s/Mpc

¥
���w�/¦%�w¤w¤w�����^�e���eª«���������£���eC�Y����¢����O�£¢��T¢º¤G�

100
�A�

h = H/100
���

h
�����A*�V�Y¢��2���w�w���±�A¥

���w�£�*�A�w�^�A���2�V�*ª��A�����A�/�A����w�µ¬V�A���eÃG���2�����=���Y�2���w���*�A����w�¨�#Ã��^�A�^�����A���A����w�¨���w���A�2�Y���A¥�ÀG�^�V¡#�M��Ã��^�e�^¢^�
§��w�����%���w�%¬V�e�£��Ã����2�2©V�e�M���T�±�µ§����Y�����T���_�2¡#�z���/���w�����w���A�2�Y���A©Vª����V�%�e���A�^¬��A�w�µ�����w���A�����¬A�O�2¥��*�Y�V¡#���w¬�¤^�A¡�¯
���^�����A�w�^�A���2�V��ª«�e�Y���V�»�A�w��ª��^�±�%¡��A�^¡����|¢��,���^�e�%���%�X¡������Y�e���7�|�V���O�����»����ª��/�A����¬V�e�£��Ã����2�¨���»���w���G�£����¤w������^���V�����������w�A�^��¢«�^�n�V��¤|�2���X�V�«���A�X�A>�2�A¡��«�A���w�2�2¥�²ò�M�^�V�-¤_�����º¢��#�Y���Yª����w�T¢����^�e�M���^���M�^�e�w�_���^�2¢X�e¤_�A�w�
Ü á^¥ å æ��G���A¬A�|¥=���w��ª«�Vª��2�O��§��^���7���w�£���^�A�w�_���w�T¢º�£��¡��A�����2¢p���^�/õµ��¬Xõ��e�w¬|¥
.102�=� × �TÛlØ × Ø�����B,Ãï × ÛØ��O����
¸����Y�^�e�|�����^�(ª«�V���%�G�����^�A�����7�A�w�_�2�e�����w¬�§��n�����p�O�£���^�e����Ä2�����^�(�#Ã��^�A�^�����V�7�A-���w�����w���A�2�Y���/�£���Y�����G�V¯7�e����^� Þ ¢���ª«���^�����V�^�e�*���w��l�A¡��/�ez�«¤^�A�����G�A�j¥�²³ªX�e¬V���^�,���^�e�����w���w�w���A�2�Y�����������w� Þ ¢���ª��2�^�����V�^�e�����w��l�A¡����e���|�2��®�T¡¹�Y���p���w�w�2���£¡��A�9¤^�e�����G�V�j©�¬V�A���eÃG���2�¨�e�Y�����2�w���T���2�O���2¢p¤G�p¢��e����¥�²ò��A�V�º������§����X¤w����§ �w�º���w��¤|�e�����G�A��©
�A�V�º¡2�e�»���2�%�Y�^�������^�/¢������Y�A�^¡#��¤_�#�±§¨�����º���^� · ¬O�e�£��Ã����T�e\O¬A�Y��§��2©V§������7�w�«¬V�A���eÃG�X�V¡¹���|�e�����Xª«���G���^¬��A���V�w¬
���^�µ¤^�A�����G�A� v �A�����^���(�A���¨�e���V�^ÃG�T¢/�V�����w��¤^�A�����G�A�^�=���w��l�V¡#��w¹¥�²ò^���w�2�����e�Y�µ�A�O���V¤^�����Y�A�����>���/�Y�w��¬V�e�£��Ã����2�2©
���^���»§������-���2�/�Y�w���A���w�2�%¬O�e�£��Ã����T��ª«���G���^¬p�n§¨�n�p®���Vª����w�2ª7©9�Y�w�(ª«�V����¢������Y�A�O�¾�A�^�2��������l�A�����2�¾�^�V¡#�V¥
���w�2�´�e���z¡��A�®ð����^¡��A�Y���T¡¹�Y���»ð ¡#�A�|¡#���^¢������^�e�(�e���-���^�X�e���^����¬V�A���eÃ����T���A���«ª«���G���^¬7�n§��n�»®���Vª��Y�w��ª
�e�|¢»���^�e�%�Y�w���»�Y�w��ªX�������A�2�¾�e�Y�����^��¡����O���2�%�e-�Y�w���w�w���A�������A©_�A�<ð ¡#�V���Y�2¡#������ð+���|���%�Y�w�������w�w���A�������/���
�#Ã��^�A�^¢����w¬u�A�^¢ ���|�����^�������w�2��¬O�e�£��Ã��´¡2�e�c¡����A��ª����u¤|�º���w�7¡#�2�V�Y���T©=���w�2� �A���º�e���µ�TÂV�^�����e�����O�T¥u²³�0�Y�w���
�#Ãw�Aª��^���¾���w�2���,�A=¡#�V�w�����¾������¡#�2�V�Y�����e*���w�,¤^�A�����G�A�j©G¤w�w�����^�e���_�A���O�����¨�w�A���|�e���¨�A*�A�^�¨�^�w���V�������V©O���^�e�
�£�,�A�w�������^� Þ ¢���ª«���^�����A�^�A�z���w��l�A¡����AM�Y�w�X¤^�e�����O�V�j¥�²³�¼¬V���w�2�Y�A���Y�w���Y�X¢��G�2�,�w�A���^�n�A��������ÃG�£�������^¡��¼��_�A���V�T¥-²³�»ª��O�±��¡2�A���2�����������2�A���7ª«�2�A�w���^¬A���2�Y�M�Y�«�Y�A��¯p�A¤|�V�������2¥

� ��¬V�w�Y� Ü ¥ â °¾���w�X���w�w���Y���A��Y�w�«����C�/���2�w�Y�2�����O�Y�%���w� v Þ ¢���ª«���^�����A�^�A�Çw¾�w�w���A�2�Y�����e�/�e�u�T�e�Y�������ª«�A¥0���w�»���^�w���Y�p�V�0���w�7�Y��¬V�V�����2�w�Y�2�����O�Y�/���w�º�w�w���A�������º���«��£���Y�������_�G¡���¥ ¶%����¬O�e�£��Ã����T�
�����,���^�(¢��£�±���e�^¡������«�Y�w�(�A���w�2��¬V�A���eÃG���2�����^¡����T�A���A©w�����«�Y�e�����w�Y�A�_�A�������A�^�A�9���X�Y�w�����%¢��£���Y�e�|¡#�A¥
���^���Y�#®�A�Y���A¤^�����Y�A�2�Y�µª«��¬V�V�%¡��A�^¡����|¢������^�e�����w��¬O�e�£��Ã����T���e�Y�¾ª«���G���^¬«�n§��n��®���Vª ���^��ª»¥

Ü2â



xzyr{,ñe�������4����yu� x���{�ò
��y � x��Í{]ó)É������4���������
� ��¬V�w�Y� Ü ¥ ã °-���w�/á�¬A���Vª«�#���Y���2�2¥

_�`uô õMh7ceöÈ÷Óc�ø»prù<d
�*§µ���ª«�|�V�����e�O���^�����^¡#���w���2���^�n�A�p��ª«���Y¬A�T¢¼®���Vª��Y�w�º�^�������V���¼�e%�Y¡#�����^¡����Y����^� Þeë ���c¡����O���^���V¥ � �Y�Aª���^�º¬V���e¿��e�|¢0�w�������G¡����O���Y�£¡p�w�^���V��������§¨�»¡��e�½¢����Y���V���Y�w�p�|�Y���2°X�Y�^���X§¨�º���w�A�^��¢c�w�e�«���2�º�V�w�Y�������A�T�(�V�
���|�T¡#�£�e�-���u�Y�w�X�w�w���A�2�Y���A¥«���w�£�,����¡2�e�����T¢�Y�w�Ùú£û�ü
êré�ý�þ+ÿ�ë�ý ü�é�þ�ý�ÿeþ ü � ê�¥ � �Y�Aª����w�X���A�w¬º����ª«�X�����Y�G�A¯�®�V�
���^�� z�^¡#���£¢��2�A�º�Y�w���V�������X¤_�/¢����Y¡��A�Y¢w�2¢p���w�/���2¡��A�^¢>°=�Y�^����§¨�/���^�A�w�£¢��Y���p���«�w�����A�����2�A�����A���_�V�Y����¤w�����
�w�Y���V���>¡��A�^�������e���O�Y�¨�A�»�A�^�����w�2�A�Y�A¥
¡�¢4¸<¢�¡ «æ3¯%°çª²�£³3§Í¦�º�²��'¼�§�¥�¦2§��1²�¨
���w�(�^�Y���%���^����¬V�V���^�A�%���T���^���Y�2¢»���§��^���,¡#�O��ª«�A���A¬V�����Y��¡2�e���j�Y�w�»ÿuû��	� û � û�
�þ+ÿuë � ü�é�þ�ý�ÿrþ ü � ê#©�§��w��¡����£�>ð �V�
���^�¨�|�eª«����ª«�w�����T�,ðà�A�w���A^���^�¨ª«�O�±�-��ª��_�A���Y�A�O�=�w�Y���^¡#���w���2���e9¡#�O��ª«�A���A¬V�A¥����^��¡��V��ª«�A���A¬A�£¡��A�A�w�Y���^¡#���w���
�Y�n�G�µ�Y�^�����Y�w�/���w���A�2�Y���,���2°
Ü ¥�¦��Aª«�V¬A���^���A�|�
Þ ¥�²±���A���Y�A�w�£¡
á^¥����w��®�A�Yª«���� zÃG�|�e�^¢����w¬

²³�����w�V���T©n���w�����^���V�������µ���*���^�¨�Y�eª«�¨���A�2���G§��w�2��� v �w�Vª��V¬A�2�w���V�^��w��e�^¢(���G�V¯G�����^���Y�eª«�µ�������V���Y�,¢w���Y�2¡#�����A�v �£���e���Y�A�^��¡�w¹¥-���w�,���2��ª · ¡��V��ª��V���V¬A�£¡��A�|�w�Y���^¡#���w����\w§��A�¨���V�Y����¢��|¡#�2¢7¤G�� �¥|ß������w����� Ü2é áVáw¥
� Ø��ïØ��� × GÛl��	
¦��Vª«�A¬A�2�w�����±��ª«�2�A�^�¨���|�����Y�w���w�w���A�2�Y���,���G�A¯����Y�w�/�Y�eª«�����V���Y�O§��^���Y���A�^¢7�^�A���w�X�^����®���Y���T¢p����¡����Y���V�^�2¥
ñ �w�����,�£���A���Y�A�G�«�����Y�2�V���V�^�e¤^���«�±�Y�Y�A��¬V�O��®�A�Y§��e��¢����1Â±�^�±�Y��®�V©w�w�Vª��V¬A�2�w�����±�X���¨�^�A�Y¢w���¨�����w�Y���A�A¥�¦���§¨���V���T©
���^���Y�X�����2�G��¢��2�^¡#���Y�^�����Y�n���¾���^�e�/���w�2���«�£���]\ ���A�G�u����¬A�^���|¡2�e�O�/�±�Y���|¡¹���^�����e�/���A��¬V�������w�2�

200h−1Mpc
¥

���w�£�(ª«�T�e�^�(���^�e����%�A�V�c��ª��T�e���A���«�e���µªX�������2�(�Y�´�Y¡��e���2�(�e
200h−1Mpc

���^�º���^���V�������º§������¨�A�w�_�2�e�
�w�Vª��V¬A�2�w���V�^��¥
 z�G�£¢����^¡��,�e��w�Aª«�A¬V���w�2���±�X�A*�Y�w�/���^���V�����������|¡#���^¢��A°
Ü ¥ 56GÙ*��B=Û+�q� ��Ú�����}	j� ���w�»���^���Y���A�¨¢��£�����Y��¤w�w�����A�½¢w���Y���V�2¢ ®�Y�Aªö�Y�2¢w���w��C�«���w�Y�A�����(����¯A��À�È,ÀwÀï�A�^¢
Þ ¢ � ���w��§\���|���,���w�2���«�e�Y�(�^�º�£�e�Y¬A�2�¾�����Y�^¡¹�Y�w���T�¾���^�A�

100 − 200h−1Mpc
v ^M�V¢w�n���#�/�A�R¥�© ÞeëAëOã w#¥¸z���V¤w����ªX�¨§����Y�º¤w�£�A�����w¬^©��2�A�A�����Y���V�º�e�|¢pí�¿³¡#�A�Y�Y�2¡¹�Y���V�^�z§������j����ª«�����Y�w�,�^���A¤w�������±���e*���w�T�������w�Y�A�����2¥

Þ ¥ @7���l�G02	��Ú7�u�3O� þ Ø|Ú × �2� Ýµ�A�w�O�Y���w¬,¬O�e�£��Ã����T��¤G�(ªX�e¬V�w���Y�^¢������w��§½���^�e�z���w���G�wª�¤|�2�M�A_¬O�e�£��ÃG¿���T��©G®�V�
z < 1

©w�Y¡��A�����V�
N(m) ∝ m0.6 v Ü ¥ Þ w

§��w��¡��7�£���#Ãw�A¡#������§��^����§¨�A�^��¢º¤|����Ã��|�T¡¹���T¢º®�A�����w�Aª«�V¬A���^���A�|�µ�^�w���V�������V¥

Ünã



á^¥�� �nØ���G�e�aGÙ @7�
�l�G02	 þ �lÚ=����O�nÛ × � ���w���±§¨�e¿ò�_�A���V�M¡��A�Y���2���e�����A��®�w�^¡#�����A���A_�Y�w���w�Y��Â±�T¡¹�Y�2¢«¬V�A���eÃ��¢��������Y��¤w�������A�»�Y¡��e���2��§�������¢��2�����»�A����^��¬V�e�£��Ã����Y�eª«�w�����A�

ω(θ) ∝ 1

D
ω(θD).

v Ü ¥ á}w
���w�z¡#�V���Y���£���Y���V�%®�w�|¡¹�����A�,®�V�*¢��2���_�����Y�eª«�w���2�j�^�n�A�z������§µ�2�j�eª«�w�����Y�^¢�� v 1

D

w>�A�^¢�����ª«�A�������*�e�w¬V�w���A�
��¡2�e��� v

θD
w��V���#Ã��|�T¡¹�Y�2¢>¥

â ¥�� G�AÚ7�lÛR�����i%�lØ��AÛ®�TÛ+G� ���^�%�A�2����¡����±�«�e>�Y�w� ä ��¡��A�_æ��Y�A�w�j©G����®���Y�Y�2¢«®�Y�Aª ���^�¾¢����|�V�������X���w�/Ý¨ßõ���/�A�w�w�Y�nÃ���ªX���Y�
620km/s

¥ ü �2�A�����´�A���M�e����w�£�/ª«�A�����A�ï¡��A� ¤|����Ã��w���A���^�2¢ ¤G��Y�w�p¬V�Y�n�G���Y���Y���V�^�e�®�A��¡#���ÃG�2���Y�2¢ ¤G� ªX���������7§������w���Ó�ï¢w�����Y�A�^¡#� ≤ 150h−1Mpc
¥ ���w���7¡��A�Ð¤_�´¡#�V�^¡#���^¢��T¢ ®�Y�Aª

���w�p¡��A�G�A�2��¬V���^¡����A����w�p¢w���_�A��� v �A�¬V�e�£��Ã������¬A�O�2©=§��w�£¡��ï¡#�A�Y�Y���£�����T��§����Y�0¬A���n�O���±��w¹¥ � �A�����w�A�w¿�w�Aª«�A¬V���w�2�A�^�µ�w�w���A�2�Y�������w�/¢w���_�A���,§µ�V�w��¢º�w�A�%¡#�A�G�V���Y¬A�A¥ v À�¡��^ª��V��¢����#�%�e�q¥�© Ü2éAéVé w

� ��¬V�w�Y� Ü ¥ ô °-���w��� Þ ¢���ª«���^�����A�^�A�>�w�w���A���������£���w�Vª��V¬A�2�w���V�^��©G¤w�w���w�e���£���A���Y�A�w�£¡e¥7^z�A��¡2�e�w�w�A�¢��£�±�Y���^¬A�w�£���¼�_�A���V�/¶ ®�Y�Aª��_�A���O�/õ¾©>¤^���(¢������T¡¹�����A� Ü �����V���Y�¢���Á_�2���2�V�,®�Y�Aª�¢w���Y�2¡#�����A� Þ �V��e�G�p¢������T¡¹�Y���V�^�����»¤_�#�±§¨���2�j¥

Õ �TØ^�2��Ø
�2	
²±���e���Y�A�G�ï��ª«�w�����T�«���^�e�����^��w�w���A�2�Y���»���G�A¯��«�Y�w�u�Y�eª«�»���Ð�A���¾¢����Y�2¡#�����A�^�p�e�^¢½���^���Y�u�e�Y�»�w�0�w�Y�#®���Y�Y�2¢
¢������T¡¹�Y���V�^��¥�¶��u�����e�Y���V�w��¡,�^�w���V�������,§��w�£¡����£���w�A�%�w�Aª«�V¬A���^���A�|�����%�A���Y�p�^�w����¯A�2���V©|�����|¡#���Y�^���%§������*�w�£�A¡��
�^�=���(�Y�w���A�w�����A�w�¨�w�£�A¡��µ���/�Y�w���w�w���A�������M§��w�2���¨�����e�Y���V�G���^�A�£¢w��¥=¶%�����A�w¬��A�*���^���Y�¨�A���µ�±§µ�¾�|�V���O����§��w���Y�
�£���A���Y�A�G�º�^�A�£¢w��©9�Y�w���w�w���A�������(�£�¾�^�Aª«�A¬V���w�2�A�^�2¥(ø¾����^���V���Y�7����¡��A�=�Y¡��A�������w���w�w���A�2�Y���(�£���)\ �,�£���A���Y�A�w�£¡
���,�e���R©9���u���Aª«�(¢������T¡¹�Y���V�^���Y�w���Y���A�w�_�2�e�����Y�p¤_�(ª��^¡��ª«�A�Y�/ªX���������¾���^���u����A���w�2�Y�2©|¤^���,�A¬V�A����§��w�2�
�A�^�����G�A¯��¨®�w�����w�2�����w�2�

200h−1Mpc
���w���2�G��¢��2�^¡#��®�V�������e�Y���V�O�X�£�����A�2��§��^����ª����w¬|¥
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• ü�ë�éÍë �)� ê � °-�Y�w���º���O���2�Y���2¡#� · �e�������^�^���±��\�©w¤w�����w��§��^���Y��§������^���7���^���w���A�w�,�A�
• , � ì4é�ë1ü�ë�éÍë �)� ê � °-�Y�w���7¢����A���Y¬A�����º�Y�w������ª«�����e������|�w���±�

���w�µ�|�V���O�*§��^���Y�z�^�e���e�������A¬V����¢��T���£¡��>���O���2�Y���2¡#�2© · �e�*�����^�w���±��\2�£��¡2�e�����T¢/�e�6ë�9Rý�ê,ü
û�þ�ý
ìq¥=²³�/¬A�2�w�����e�e�|�e���e�����2�
�����w�T�����O���������2¡¹���V�w���p�����A�w�/¢����Y�2¡¹�Y���V�j¥M¸-�A�Y�A�������j�����w�2�����»���^�/ z�^¡����£¢��2�A���w�£�e�w�(�A�����Y�w�/�#Ãw¡������Y���V�j©w�Y�w���
���V�Y�������T¡¹�����º�Y�w�/�Y�eª«�����X�w�,�|�V���O�����»¤|�A����¢������T¡¹�����A�|��¥

¡�¢4ä<¢4ä ¸;:�§Í°±¨]¥�¯%§�ª¥>º�²�<�¯}£©%¼
=�1§Í¦>"¬¨]3°±¨2©G¼
§�¨]¯
���w�2���%�A���%�����|�w���Y�����«ª«�A�G�«¢w��Á9���Y���O�µ¬V���Vª������Y���T��¥=ð��2�����Y�£¡¹�����w¬/�V�w�����2���V�2�-¤G�����w��¡#�O��ª«�A���A¬V��¡2�e���w�Y���^¡#���w���
�����Y�w��¬A���Vª«�#���Y���2�=�e_�w�Aª«�A¬V���w�2�A�^� Þ ¢���ª«�2�^�����A�|�e�w���^�A¡��2�*���w�2�����A�������^�w���Y��¡2�e�G¬A�2�Aª«�#�Y���V© · ���-¬A�2�Aª«�#�Y����e�|¢��G�O�_���Y¤_�A����¡(¬A���Vª«�#���Y�A¥�ß���Y�w��ªX�e���£¡��e�����7���|�T�e¯G���w¬^© · �e�¾¬A�2�Aª«�#�Y���7�£���Y�w������ª����,¤|���±§µ�2���u���w�w�2���£¡��A�
�e�|¢ �O�G�_���Y¤|�V���£¡«¬A�2�Aª«�#�Y���¼�e�^¢¼�Y�w���Y�#®�V�������w�V�w��¢¼¤_�p���������T¢ ¤|���±§µ�2��� �Y�w��ª»¥¦���§¨���V���/�����|¡#�X�����£�����^�
ª«�V����§µ�2���j¯G�w��§��7¬A�2�Aª«�#�Y���X�����£�����£�±�Y�2¢º�^���±�T¥
Ü ¥@? � ë�ìÚè<êuûA� êeì4é(B

• � �V�z�%¬V���V�����|�V���O�z�A�^�����V�w�������w���#Ã��£�±�����^�e���e�����2�O�����%¬V���V���������w��§��w�£¡���¢w�O�T�=�w�e�M¡��A�O�Y�A���(���^�e��_�A���V�T¥(���w� · ���, z�^¡����£¢��T�e�¼�w���A�w��¡��A�Y���T���_�A�|¢w���Y�7�A������^�w����� · �e�,���w��l�A¡#�V©>����¯A���º���w�2�#�,�e
�^�A�|�2�¨�A������^�w�������#ÃG���2�O�2¥-²³�O���2���T�±�Y���w¬V���V©O�A�����/�Y�w�,���w��l�A¡��%�A*��¡��G�����^¢��2�µ�£� · ���T¥�¶%�G�����w��l�A¡��
���|����¡��A�p¤_���|�e�_���Y�2¢º���»�(§��n�����^�e���A�A�º�A�w���X�^�n�V�%�Y��¤_���^¢º�Y�w�,�^�e�_���T©G�w�e�������Y�#�Y¡��º�A��¡#�w�
���2©w�£��¡��A�����2¢ · �e�2¥-²ò��ªX�n�X¤|� · ¤_���O�a\�©^¤w�w�������£���w�e� · ¡#�^���V�2¢2\�¥

• ���w�� z�|¡#����¢��T�e�»�w�£�e�w�,�£��¡��A�����2¢ E2 ¥
Þ ¥DC�ü�%
êré�þ+ÿuë � è>êuû�� êrì�é(B

• � �V����¬V���V���0�_�A���O�(�w�u¬V����¢��T���£¡�����Ã������Y�(�^�e���e�����2�-���´�¬A���A�2� �����w�p§��^��¡��ï¢��G�T�/�w�A��¡#�V�O�Y�e������|�����_�A���V�T¥
• ���w�/���w�w�2���£¡��A�_�^���A�w������¡2�e�����T¢ S2 ¥
• ä ���w�T���2ÂO�w�£¢��£�±���e�O������7¬A�2��¢��2����¡ v �»¬A�Y�2���/¡�����¡#����w,�A���X��ª«�A���µ¡#���Y¡����T���e�^¢ �e�Y�«�w�»¬A�2�G¢w�2����¡2�v �����w�

c
���7�^¬V�w��� Ü ¥ é w#¥

• ¶`¬V����¢��T���£¡,���|�������^�A���T����¡#�Vª«ª��V���|�2���_���|¢���¡��w�£�e��§����Y�u�e�w�A���w�2��¬A�2��¢��2����¡/���O���2�Y���2¡#�Y�����^�e�¬A�2��¢��2����¡����7�±§µ�«�e�O�����_�G¢^�e�j�_�A���O�Y� v �����w�
b
���7�^¬A�^��� Ü ¥ é w#¥

á^¥FEGB�ü
êréeîuû � þ+ÿ6è>êuû�� êeì4é(B
• � �V�(�»¬A���A�2�´�_�A���O���e� �����^�w�����º�eª«�A�w�O�/�A¨¬V����¢��2���£¡��,�#Ã��£�±�/�|�e���e�����2������»¬A���A�2� �����w�X§��w�£¡��¢��G�2���^�e�z¡#�V�V���e���/�Y�^���z�_�A���O�2¥����w���Y�¨�A���¨�±§¨�¾�����w�2�=�Y�^���-ª«�����-���w��¬A���A�2�(�����^�����-���w�^�w���±�A©A�A�^¢
�e�X�����^�^���Y���G�wª(¤_���M���^�e�µ¢����A���Y¬A�V©A¡��A�����2¢��w��������¿ò�^�A�Y�A�������������^�2�+He¥-���w���G�G�|�2��¤_�A����¡��w���A�w���£�-���^�
�^�A�Y¢��T�±�=�����G�����^�A����Ä��V©n���w�£������¤_�2¡2�e�^���¨���z¡��A�w�w�A�=¤_��¢������w�£�n�A�T¢/¡#�V���Y�2¡#�������������w�Y����¢���ª��2�^�����V�^��¥
���w���G�G�|�2��¤_�A���£¡¾�^���A�w�,�����V�����w�^�w�������w�£�e�w�,§��������«���V¢w¢����,�|�V���O�����V���Y�G§��w���Y�A¥

• ���w���G�G�|�2��¤_�A���£¡¾�^���A�w�,����¡2�e�����T¢ H2 ¥
• ¶\�����w���TÂO�w��¢w�����Y�A�V���Y����¬V����¢��T���£¡%�£���w�A���«¬A����¢��T���£¡¾�������2��±¥
• ¶ï¬V����¢��T���£¡-���|�e�Y���w¬���¡��Aª«ª«�A���_���Y�|�2�^¢��£¡#�w�£�e�*���*¡��A�����2¢,���w���������^�A�Y�A�������A�����w� v �^¬A�w�Y� Ü ¥ ÜnÞ v ¡�w�w#¥
• ���w���^�����^¢w�e¿³���w�^���Y�µ¢��£��¡����A�2���T¢�¤G�(õ¨���������eª«�G���-�A�(�A¤�Â±�2¡¹�-§��������±§µ�,¢���ª«���^�����V�^�e���G�G�_���Y¤|�V���£¡¬A�2�Aª«�#�Y���V©�¤w�������%¢��G�2���w�A����� · �2¡#�������������|�w���Y���w�T���%�e�^¢7���V���7�^�A��¤_�A��¢��2�Y�2¥
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���w���w�Y�A�_���������2�¨�A*�Y�w���w�£�e�w�T���e�Y�����wª«ªX�e�Y��Ä2�2¢º���7�Y�A¤w��� v Ü ¥ Þ w#¥���w�T��� Þ ¢w��ª«���|�����A�^�A��¬A���Vª«�#���Y���2�¾�^�n�A��áº¢���ª«���^�����A�^�A�=�TÂO�w�����A���2�V���,�e�^¢´�A�w���%�w���V�������V©9§��w��¡��¼�^�V�á ���|�����£�e��¢���ª«���^�����A�^�2©µ¡2�e�c�_�V�Y���2���A�w�»�A%���^�2���A¥Ðø¾�D�Y¡��A���T����ªX�e�����2�����^�A�c�Y�w�»�Y�V¢����|���A�¡��w�����e���w�Y�
ª«�V����¬A���Vª«�#���Y���2�����G�V¯�#Ãw�A¡#���������¯V�� M�^¡#����¢w�2�e� ¬V���Aª«�����Y�A¥«���^���/�£�,§��G������Y�G�A¯ªX�e�^¯O���^¢ ���º���A�w¬7�Y�
¢��£��¡����A�2�µ�Y�w�/ M�A���Y��§¨�V���w�e� · ���T¥µß�e���w�2ª«�e���£¡#�£�e�^������¯A�(æ,�A�^���%�e�^¢»ð�����ªX�e�^�»���w��§¨�2¢º���^��§µ�V���£¢º���^�e�
���^�2����¬V���Vª������Y���T� v �e�|¢��Y�w���Y���e�Y��ªX�A�O��w¨�e�Y�ªÂ±�^�±�%�V�¨���T�e�j�A�µ�Y�w� · ���� z�|¡#����¢��T�e�»¬A�2�Aª«�#�Y�����A�^¢7¡��e�7¤_�
�#ÃG�Y���^¢��T¢º�������w�Y�����V��ª��V����¢���ª«���^�����A�^�2¥

� ��¬V�w�Y� Ü ¥ ÜVÜ °����w�¨�^�����^¢w�����w�w�2�����^�V�*�G�G�_���Y¤|�V���£¡M¬V���Vª������Y�A¥j²ò�z¡2�e��¤|���#ÃG�Y���^¢��T¢(���^¢����^�w�����2������(���w���Y��¬V�V�T©G¤w����¡��e�^�w�e�¨¤|�,¡#�V�V�Y���G�w�T¢X�A�����w������C�2¥µø¾�X�Y�w������C�������^�A�¨�(¢��£�Y¡#�Y�#���¾¤|�V�w�^¢w�A���
§��w�2���,���Y�����e�w¬V���O�������_���Y�_���^¢��£¡#�^���A�����«��������Ã��£���e����Gª«ª«�#���Y�A¥

À��w�w���Y�£¡��e�� z�^¡����£¢��2�A� �q� �£��� ¦��G�|�2��¤_�A���£¡¾�^���A�w�
ÀG�Gª(¤_�A�

S2 E2 H2²³�O���������2¡¹�Y���^¬ ä ���^�2� ∞ ∞ ∞¸-�e���e�����2� ä ���w�2� �w�A�w� Ü Þ����������¸��A�Y�A������� ä ���^�2� �w�A�w� �w�V�w� ∞ÀG��Ä�� �^�^���Y� ���w�^�w����� �����^�w�����
ÀG�wªù�e-�e�w¬V���T�

< π = π > π

�*�A¤w��� Ü ¥ Þ °�¸z���V�|�2���Y���T���e*���w�/á�¬A�2�Aª«�#�Y�����2�2¥
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���^����¯A�M���w�w�2���£¡��A�A¬V���Aª«�����Y�A©T�O�G�_���Y¤|�V���£¡�¬A�2�Aª«�#�Y����¡��A�w�w�e�*¤|�µ��ª(¤_�2¢^¢��2¢��£���Aª«�#�Y���£¡��A�����%���(á�¢���ª«���^�����A�^�A�
 z�^¡����£¢��T�e�«���^�V¡#�V©����w�2����®�A�Y�µ�^�A�(�£���Aª«�#�Y���£¡M�Y���^���T���2�V�����Y���V�^�*�A����¢��2�A�����A�_�2¢j¥*�*§µ�,�e|���w��ª«�A�Y�¨���^����¬A�O��®�w�
�Y���w�Y�2�����O�Y�e�����A�^�(�e¾���w�»�G�G�|�2��¤_�A����¡º�w�£�e�w�»�e�Y�º���w�7¸��A���^¡��A��ì»�e�^¢½í,���2���D¢��£��¯��2¥½õ¨�e�Y�½�e�Y�p�^�w���p¢w����¯��
§��w�£¡�� ���2�w���T���2�O�����w���2�O�������X�����^�w�����p�O�G�_���Y¤|�V���£¡«�w�£�e�w�X���ï���^¡��0�»§¨�n�u���^�e�/�|�V���O�Y�(�A�¼���^��¤|�V�w�^¢w�A���
�e-�Y�w�«¢�����¯»���2�w�Y�2�����O�%�_�A���V���������|�w���Y�����»l�e���n§¨�n�º®���Vª����w���A�Y��¬V����¤^����¤_�e�Y�u§��������Y�w�����,��§��¢��£�±���e�^¡��
�����e�|�±®�V��ªX���Y���V�j¥=²³�p�^¬V�w�Y� v Ü ¥ ÜTÞ wz���^��¸��V���^¡2�e�Yì¾�A�^¢ºí,�������7ª���¢��2�9�e��Y�w�,�G�O�_���Y¤_�A����¡��w�£�e�w�,�e�Y�,���w��§���¥
� Ø_Û × �A�w�ih � ÛR�e(
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r = arccosh

(
1 + 2
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1 − r′2

)
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²³�7���w��¸��V���^¡2�e�Yì¾ª«��¢��2�j�e*���w���G�G�|�2��¤_�A���£¡�¢w����¯

• �e�w¬V���T�¨�A���,�w�Y�2�����Y�A�T¢>©
• ¬A����¢��T���£¡����A���,¡#���Y¡������A�Y¡2���|�2���_���^¢w��¡��w���A���������^��¤|�V�w�^¢w�A�����A��Y�w�/¢��£��¯9©
• ���O���2�Y���2¡#�����w¬�¬A����¢��T���£¡������O���2�Y���2¡#�����»�«�|�V���O���A�7���^�,¢w����¯9©
• �^�e���e�����2�9¬A����¢��T���£¡����A�����Y�A�w¬A�2�O���e���e�����X�w�,�_�A���V���V�p�Y�w��¤_�A�w�^¢^�e�Y�A©
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• �w���Y�Y���^�A�Y�A�������9¬V����¢��2���£¡���¢��X�w�A�����O���2�Y���2¡#�2©
• ¡#���Y¡����T�¨�A����¡�����¡#���2�¨�Y�^����¢��X�w�A��¡#�Y�V�Y�M�Y�w��¤_�A�w�^¢^�e�Y�p�e�^¢
• �2ÂO�w�£¢������Y�A�O�=�����^�2���e�Y�¨¡�����¡#���µ�A�Y¡2�*���^�e�=���O���������2¡¹�=���^�¨¤_�A�^�^¢w�e�Y�����z�e�G���e�^¬A���A©n���^���(�A���µ�2ÂO�w�£¢������Y�A�O��������w��¬V����¢��T���£¡��^�A�Y�����w¬����w�Y�A�^¬A�º���w�O���,���V�Y�������T¡¹�Y���V�^��¥
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r = arccosh
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)
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v Ü ¥ ã w
²³�7���w�/í,�������7ª���¢��2�j�e*���w���G�G�_���Y¤|�V���£¡,¢�����¯

• ¬A����¢��T���£¡����A���,�±�Y�Y�A��¬V�O�������w�2�2©
• ���O���2�Y���2¡#�����w¬�¬A����¢��T���£¡������O���2�Y���2¡#�����»�«�|�V���O���A�7���^�,¢w����¯9©
• �^�e���e�����2�9¬A����¢��T���£¡����A���,���V�Y�������T¡¹�������A�7�A�«�^���|�V���O���A�º���^��¤|�V�w�^¢w�A���p�A�^¢
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�2ÂO�^�e�����A� Ü ¥ ÷ �A�������V���V�2¢>¥%���^��¡��V��ª��V���V¬A�£¡��A�j¡#�A�|�±���e�O�¾¡��A�¤_�(ª«���A�T¢��e��¬A��¤^�Y�A��¡2�e�����p���X�Y�w���A���w�2�¾����¢w��e*���w���TÂO�^���Y���V�p§��w�2���,����¡2�e�7¤|�/�����2�º�V�¨���w�,���A¡��w�wªù¡��A�O���Y��¤w�������A�p�������^�/�±�Y���T����¿q�2�w���Y¬A�����2�^���A���A���V�
¢w�A��¯��2�w���Y¬A�V¥- z���^�±�Y�������^���2¢º���w�/¡��V��ª«�A���A¬A�£¡��A�>¡#�A�|�±���e�O�����X���|���w�Y���X�±�����Y��¡��%�w���V�������V©w�«�w�w���A�2�Y�������^�e�
¢��G�2���^�e���#Ã��^�A�^¢>¥
þ Ø|���ïØ��lØ��|ÛR�A��� þ Ø × ����>Ú, × ��G�
���w�����e���£¢����±�º�eMæ����^�����e�>�Y���£�������G���±�p�^�A��¤_���2��¢���ª«�A�|�±�Y�Y�e���2¢7¤G�pªX�A�O�p�#Ã��|�2����ª«���O�Y�2¥M²ò�ªX���������¾¡#�w�Y�A�T�
���^���^�w���V�����������G¡2�e�����V©>���/�A�����7¡��w�Y�A�2�¾���/¬A���A¤^�A�����A¥�ø¾�^���AM���^��¯V���ÂO�w�T�±�Y���V�^�����¼ª«�G¢w���Y�¼¡��V��ª��V���V¬A�7���
§��w�����w�2�����w�º���w���A�2�Y���«���/¡��w�Y�A�2¢¼�V� · ���T¥ ä ��¡2�e�������Y�w�£�/�£�/¢����X¡��w���/���¢������2��ª«���w�A©��A�����/��¡�¡��w�Y������¤_��w�T�e�Y��� · ���2¥�Ýµ�V��ª«��¡,ª«�£¡#�Y��§¨�n�V�%¤^�V¡�¯G¬A�Y�A�w�^¢º�#Ã��_���Y��ª«�2�V��������¯A�/õ¨�G�Aª«�2�Y�A�w¬X�e�^¢7ñÐß¶%¸Ð�^�n�A�����w��§��¡#�V�G�O���^¡����w¬V���«�Y�w�/���^���V�����������«¤_���w�2�A����� · �e� v ÀG�_���Y¬A�2�j�#���e�q¥�© ÞeëVëAô w#¥
þ Ø|���ïØ��lØ��|ÛR�A��� þ Ø × �2�2� × �
�*�Y�V¢����Y���V�^�e�����A©e�Y�w�%¡��V��ª��V���V¬A�£¡��A�w¡#�A�|�±���e�O�2©A���A¬V�#�Y�w���z§������«�Y�w� v ���T�±�µ�e9���w��w-�2�w���Y¬A��ª��Vª«���O���wª ���2�^���A�T©
¢��������Yª«���^�2�(���w�7¡#�w�Y�������^���º�e����^�º���^���V�������V¥´¦���§¨���V���T©��Y�w�£��¡2�e�0¤_�p�Y�w�Y�w�2¢ �Y�w�7�e���^���(§��n� �e�Y�A�w�^¢j¥
���w�(�%�w���A�������/���%��ª�¤|�T¢w¢��2¢§����Y�u�X¡#�2�����e����ª������Y��¡/§��w��¡��uª«�A�w��®�2���Y�����Y������z��������_�2¡����_¡/���e���w��®�V�����^�
¡#�O��ª«�V���V¬A�£¡��e�*¡#�A�|�±���e�O�2°����w�£�������T���_�2¡����A�����7���w�«¡��V����§����Y�u�w�V��¿R�Y�����G���A�j�Y�A�_�A���A¬A�£¡��A�*���^�e�_�2�2©>�����^¡��(�Y�w���
�eC�Y���¼¢���¡#�Y�e���«�p���|�T¡#���|¡(¬V���Vª������Y�A¥����w���£�A¡�¯»�V�%�#Ãw¡��2�Y�%�AMªX�����Y���¾���7�A¡�¡��A�w�O�¾®�A�¾���w�«¡#�V���Y�2���|�V�^¢����w¬
¡#�^�������Y�w�Y�¨§������w���^���«¤|�¾¡#�Aª«�_���^�Y���Y�2¢�¤G�����^�%¡#�O��ª«�A���A¬V��¡2�e��¡#�V�^���Y�e�O�-§��w�£¡��X�e���Y�AªX���Y��¡2�e�����/§������^�A¡2ÂV�^���Y�
���^���w�2¡��2�Y���A���������Y���w¬A���j¥
²³�»���w�V���T©G���w�2�����A�����±§¨���_�V�Y����¤w�������Y���T��°
• ���w��¡��V��ª��V���V¬A�£¡��A��¡#�V�^�±���e�O� v �^�e��������w�¢����^�w�T���Y�w��¬V���Vª������Y�º�Aµ���^�A¡��A©_§��w��¡��´������w�Y�u����ª«���Y�¾���^��|�O������¤^�������V�|�V���V¬A���2�
• ���w�,�Y�A�_�A���A¬A�X�A=���^�A¡���¢��#�Y���Yª����w�T�¨���w��¬V���Aª«�����Y�A©�§��w�£¡��p�Y�w�������#���Y�w�/¡#�O��ª«�A���A¬V��¡2�e�9¡#�V�^�±���e�O�2¥
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�Y��ª«�/¢����Y�2¡¹�Y���V�j¥

¶��|�O������¤w�����Y¡#�2�^�e�Y���´®�A�«�Y�w���£�����Y���X�£�����w�»®�V������§����w¬^¥ ���w����^���V�������7¤|�2¬V�A�D�V�X�¼��ªX�e���R©�¡#���V���2¢j©
ÂO�^�e�O�Y�wª · �|¡¹���|�������A��§��������V�#���w�|¢��#�Y���Yª����w�T¢����^�A�|�/�A�^¢7¬A�2�Aª«�#�Y���V¥zñ �w�������%��ÃG�|�e�^¢��T¢7���¾¡��A�����A�^���2¢���V�Y���7���_�2¡#���|¡��Y�A�_�A���A¬A�V©j§������0�7�w�A�¼�����e�Y���V�w�£¡��A�^¢´�w�Aª«�A¬V���w�2�A�^��ª«�#�Y���£¡e¥«²ò¨���w���%�w���A���������£����ª«�A���
���^�A�w¬V���Y��¤|���2�O�������2����¡��A���^�A�����(¡#�V�w�w�T¡¹���T¢����M§������w�w�e�z�V�w���(�w�Vª��V¬A�2�w��Ä2���e���w���w�2��¬V�A©e���M§������|�e�£���,¤_�2¡#�Vª«�
�w�Vª��V¬A�2�w���V�^�«���Ð¡��w�Y�n�e���w�Y������^¡������^����w�2��¬V�c�A,���^¡��Ð�0���^�A¡����������§¨���X�Y�w���Ð�0���^�V¡#��§������ � �w�V�
�w�Vª��V¬A�2�w���V�^�¨ª������Y��¡A¥
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�£�����Y�����V�������A�»����ª«���^¢j¥M²³��¤_�e����¡2�A���2�2©wª«�2�A���w�Y���^¬��Y�w�/��Ã��V¡¹�����e���w�/�A*�Y�w�(¡#�O��ª«�V���V¬A�£¡��e�9¡#�V�^���Y�e�O��§������
¤_�/�������Y�A�^¬����^¢��£¡��e���A���A=�_�V�Y����¤w�������V�|�V���V¬A���2�2¥
¡�¢ba�¢4¸ «æ3¯%°±§Í¦��æ§�°±¨=�~� ¨)´<²��»3¯}©�p�²�º7©G¨
���w��ñ¼���G���_�V�����^���e���/���Y���Y�2���Y�^���T©w�A���«�w�^���V�������A�j��¡2�e���A©G���^������ª«�(¢������T¡¹�����A�»���^�A¡��#¿q����ª����£���2�A���Y�G§��w���Y�
�_���Y�|�2�^¢��£¡#�w�£�e�¾���º�����¾���^�A¡����A�=¢w��ª«���|�����A�^�2¥%²³�u�e���^����§µ�V�Y¢w�2©|®�A�¾�A���=�_�V�����Y���V�^�%�V�����^�/����ª«��¢w��ª«���|�����A�j©ª«�2�V���w�Y�2¢º�A�@,Gý
þ)��êré	�eë � ì4þ)� ê�©G���w�2�����#Ã��£�±�����|�2���_���^¢w��¡��w���A��á�¢���ª«���^�����A�^�A�9������¡��¾�A*�A�^���%�w���A�������%§��w�£¡��
�£�/���Y�(���^�e���£�e�M���2¡#�����A� v �|¬A�w�Y� Ü ¥ Ü á�w¹¥»���w���(�G�O�_�e�Y�w�2���£�����(�w�e���±�Y���£¡¹�Y���¼�w�2¡��2�Y���A���®�A�(�A���¨¡#�V��ª«�A���A¬V��¡2�e�ª«��¢����£��©O¤w���¨ª«�V���µ���^¡#���^¢��¾���T¥=²³�����w�£�z�Y�w�2���£�z§¨�¾�A¡2¡#�2���z���^�%ñ¼���G�|�_�V�����^���e���A¥�ñ¼�%§������_�w�A�µ¡#�V�^���£¢��2�z���^�
ª«�e�Y���V�º�A=�V¤^���2���V�����µ�A�^¢p®�A��ª«�V���%���^¤GÂ±�2¡#�Y����¬A�w�V���¾����ª«�/�e�����A¬V�#�Y�w���T¥
¡�¢ba�¢4ä �¬=�i¨]¼G©�¯}ª¥��W� º�²�g£¨)¼¬¾À¨2©G¼
§Í¦
���w�,¡#�O��ª«�A���A¬V��¡2�e�|�w�����^¡����w���¾�A�w�w�����T¢X�Y��¬V���Aª«�����Y��¬V���V�2�µ���£���������A�^�������^�¾�Y�w�Y���,¢���Á9���Y���O��¬A�2�Aª«�#�Y�����2�M�e
���2¡¹�Y���V� v Ü ¥ á}w¹©j���w�w�2���£¡��A�R© · �e�/�e�^¢u�O�G�_���Y¤|�V���£¡����^�V¡#�V¥/���w����A���«¢��2�Y¡#�Y��¤|�T¢¤G�»���w�«ð��V¤|�2�������V��¿qñ �e��¯A�2�ª«�#�Y���£¡e°

ds2 = dt2 − dσ2 v Ü ¥ é w
dσ2 = dr2 + R2 sin

( r

R

)2

dΦ2 v Ü ¥ Ü2ë w
dΦ2 = dθ2 + sin2 dφ2 v Ü ¥ ÜAÜ w
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�����A¢w���Y���V�^�e�����/¡��V��ª«�A���A¬A�£���Y�j�|����¢���Á_�2���2�O�-¢w�#�^�w�������A�|�*�A^�Y�w���Y�V¢����A��¡#�G�A��¢����^���Y�µ¢��2�|�2�^¢����w¬,�A�«¡#�w�Y�������^���V¥
���w�£��¢��£��¡����2�^�e�|¡#�0�£�X�w�w�w�T¡#�T���Y�e�Y�ï�e�^¢ ¡��A��®�^�����w¬^©��e�^¢ ���w�A�^��¢½¤|�´�n�A�A�£¢��T¢>¥ÐÀG����A�w�|�2�^¢���Ã v ¶1w�®�V�
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�2ÂO�^�e�����A�X�A*�±�����Y�
p = p(ρ) = ωρ

¥-���w��¡#�V�V�Y���O�Y�M�e>�Y�w���%�w���A�������%¡��A�«���^�A�p¤_�¾¢��T¡#�Aª«�_�V���2¢«���O���/�Y�w�Y���
¡#�V�O���Y��¤w�w�����A�^�2©��2�V¡��p§��������X¢���Á_�2���2�V���TÂV�|�������A�7�e-���Y���Y�A¥-���w�/�%�w���V��������¡��A�^�������Y�¨�A

• ª«�e���Y���T©�§��w��¡��»¡��A�»¤|�/¢��T¡#�Vª��_�V���2¢p���O�Y�X¤^�e�Y�A�V�w��¡¾ªX�����������A�^¢7¢w�e�Y¯�ªX����������§������ 0 < ω � 1
©

• �Y�V¢����e�����A�j©G§������ ω = 1
3

�A�^¢
• ¢w�e�Y¯X���w�2��¬V�A©�§������ ω < − 1

3���w�¼¡#�V��ª«�A���A¬V��¡2�e��¡#�V�^�±���e�O�º¡��A�Y���T���_�A�^¢^�«���c�c¢w�e�Y¯½�2�w���Y¬A�½§����Y�
ω = −1
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C` =
1

2` + 1

∑̀

m=−`

a`ma∗
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1
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Õ#×®¶ �w�2ÛlØ ×
ÀG�w�V���Y���ï�eC���2���Y�w��õ¨��¬ õ��e�w¬|©M�e�w�^���nÃ���ª«�e�����w¬u¤_�#�±§¨���2�

t = 10−36s
�e�^¢

t = 10−34s
©z�Y�w�����w���A�2�Y���

§¨���O����� �e�´�#Ã��|�V�w���O�Y���A�-�#Ã��^�e�|�����A�¼¡��e�����2¢ þ�ý&·<ë�ì�þ+û�ý^¥XÈ¾�w�Y���w¬7��� · ���Y���V�u�Y�w�XÂO�^�e�O���^ª · �^¡#���^�e�����A�^�,���
���^�����^���V�������/��Ã��^�e�^¢w�2¢

1060 ��� 10100 ����ª«�2�2¥¾È¾�w�(�Y���Y�w�(��ÃG�|�e�^�����V��¤|�2���^¬p�#Ã��_�A�w�2�O���£�e�j�Y�w�(�^�A�Y��Ä2�A����w���^�w¯X§����Y�º�Y�2���_�2¡¹�¨�����Y�w����¡2�e�����w¬(l�A¡#���A���Aj���w���%�w���V�������V¥�ñ �w���������w�T��� · �^¡#���^�e�����A�^�2©w��C�Y������� · ���Y���V�
�A�«���w�|�2���^�A�Y��Ä2�A���Y¡��A���T��©A���O���2�����w���w�V����Ä��V�/�Y�w�����w����¢��|¡#�¨���w���Y¡��A����®���2��¦%�e�Y�Y�����A��¿�«_�2�4\ ¢����G��¡��/���_�2¡¹�Y���^ª7¥
¶¨�¨���w�,���|¢º���Y�A¬A�%�A��Y�w�����^�^�A���%�Y�w�����e�����O���w�T�����e*��� · �e�����A�º����¡#�V�G�A�������T¢X���V�Y�����A¢w���e�����A�j©G¤^�A���V�A�^�2©

¢w�A��¯»ªX�����������A�^¢u�A�V�Y��¿òªX���������T¥/È¾�w�����Ýµ¸-¿q�G���A�£���Y���V�¹¸(������¬A�O�Y����ª«�A�Y�(ªX�e�����2�,§¨�V�%®�V��ª«�T¢»���^�A�¼�A�O����¿
ªX���������T¥z���w��®�A������§����w¬X�A�w�w���w���£���Y���V�º�A��Y�w�/�e�O����¿òª«�e���Y����¡#�Y�2�e���T¢pª«�V�����w�w�A���A�|���e��Y�w��Ý¨ßõ�¥
5p�^Ù*ÛR���2ÛRØ ×¬� Ø��ïÛ × �w�aGÙ .¾���
¶�C�Y���¨��� · ���Y���V�X���w��¢��G�^�eª«�£¡��µ�e>�Y�w�¾�%�w���V�������%§¨�V�M¢��Vª����^�e���2¢«¤G�«���A¢��£���Y���V�j¥=���^�¾���^���V����������ÃG�|�e�^¢��T¢
�_�A���O�^�Aª«���A�j�A�
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1
2 .

v Ü ¥ Þ á�w
���w�¨���w�2��¬V�,�e|���A¢w���e�����A�/�£�=¬A���A���(¤O�

E = hν = h c
λ

¥����w�¨§¨�n�V�������w¬A���
λ
�Aw���w�¨���A¢��£���Y���V�/���T¢w���w��C����§����Y�

�#Ã��^�A�^�����V�j©
λ ∝ a−1 ¥¾���^���Y�#®�A�Y�,���^�(���^���Y¬A�º¢w���^�����±�»�A-���w���Y�V¢����e�����A��¢��Y�A�^�¾�A� ρr ∝ a−3a−1 = a−4 ¥���w�«���^���Y¬A���eµª«�e���Y���T©j§��w�£¡��´ª«���A�T�%�^�A��¿ò���2���e�����G�������£¡e©>�£��¬A���A���´¤G������,���T�±�,ªX�A�Y�

E = mc2 §��^��¡��¼����w�A�%¢����_���^¢w���O���A�7�#Ã��^�A�^�����A��¥����^���Y�#®�A�Y�¾���w���2�w���Y¬A��¢��2�^�����±�º�e*ªX�e�����2�%¢��Y�A�^�¨�A��V�
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©
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©
t = 0.047Myr = 1.4× 1012s

¥
#`���2�aO� � Ø��cÛ × ���aGÙ .%���
²³�7���w��ªX�e�����2��¢��Aª«���^���Y�2¢º�����w©G�Y�w�/���w���A�2�Y���,�#Ã��^�A�^¢��2¢pl�A�����2���A�

a ∝ t
2
3 .

v Ü ¥ Þ�â w
ÀG���^¡#�º���^�7¢w�A��¯¼ªX���������«�£�(ª��^¡��cª«�V���p�A¤w�w�^¢^�e�O���Y�w���c���w�7¤^�A���V�A�^�2©=���w�7¬A���n�G�����������A�|�e�z�_�e�Y���O���£�e�¨���
¢��Vª����^�e���2¢º¤G�«���w��¢w�A��¯XªX�e�����2�2¥ � �A�¨���^�,¢w���A�2���V�wª«���O���e��Y�w�(Ý¨ßõ �Y�w���±§µ�����2���2���e�O��¡��Aª«�_�A�w�2�V���¨�e���^�/���w���A�2�Y�����e�Y�
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13.6eV
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¥*¶¾�-�Y�w�%���^���V����������ÃG�|�e�^¢w�2©e�Y�w�%�2���T¡¹�Y���Vª«�A¬A�w�����£¡¨§¨�n�V�2�=���|���M�Y�Y�n�V���

���^���V�w¬A�7���¾�#Ã��^�e�|¢7�V��§µ�2���q¥M���w�(§¨�n�V�������w¬A���p�A*�Y�w�/���A¢��£���Y���V�7�e�����V�±���Y¡��e�����2�����w¬«�£���e¤_�A���
5µm

¥µÈ%�w�
���«�Y�w���#Ã��^�A�^�����V�º�������%�±�Y�����Y¡��w�T¢��Y�

5mm
©�§��w�£¡���¡#�A�Y�Y�2���|�V�^¢w�µ���X�«¬V�V�¨§����Y��(�Y��ª«�_���������^�����A Þ ¥ å í«¥���w�£���£��§��O�p�����£��¡��A�����2¢7¡#�O��ª«�£¡±��þ+ÿeéÍû 4 ëA��ê(¤^�V¡�¯O¬V���V�w�^¢>¥

�j����Ú*�A�2Ú*��'9�Ø|���ï���TÛlØ ×
¶�C�Y����¢��2¡��A�w�^�����w¬/�Y�w�¾�V¡#�V�^�±�Y��¡%�V�Y¡#�����£���Y���V�^�-�A>���w���w��§ �A�w���«¤^�e�Y�A�V�«¬V�A�µ�±�Y�A�^�¨�e�|¢X�����z®�T���Y�w���T�z®�Y���2Ä��V¥
²³�����w�¾���w¤|���TÂV�^���O�-�w�������V�����e_���w���%�w���A�������µ�Y�w�2���%¢��2�^�����±�/��Ãw¡#�2�Y���2��§������|¬A�Y��§�¥�¶%���Y�w���w�V����Ä��V����Ã��^�e�^¢^��£�e�Y¬A��� · �^¡¹�Y�^���Y���V�^�*���O���2�j���^�M�w�V����Ä��V�/�e�^¢¶Â±�V���/���w�£��¬V����§��Y�j¥j z�V���O���|�e���������Y�e���2©2¬O�e�£��Ã����T�j�e�|¢��w������ª«�e���2���
¬V�A���eÃ���¡#���^�±�Y�������e�^¢7���w�|�2�Y¡����|�±�Y������§������>¤|�,®�V��ª«�T¢>¥

¡�¢lk<¢ba t¶º�¦¹��¯µ�&� 3²�n�¨M¹�¿�¨]¦�©
Ý¨ßõ0�^�w�e�Y�A�^���V����¬A���^���Y���^¬%®�Y�Aª`�Y��¬V���V�^�=§����Y�X�¾ª«���w��ª(�wª �������^��¬A���n�O���Y�e�����A�^�A�V�_�e�Y���O���£�e� v � · �_�e�Y���O���£�e�
§¨�����4\�w��^�n�V�����7¡#����ª�¤u�V���¾�A-���w��ª«���w��ª(�^ª7¥,���w�£�,¡��e�|���T�����^��ªÑ���º���G�O���/�2�w���Y¬A�»¢��w�����º¬A���n�G�����������A�|�e�
�Y�2¢w���w��C�%�e�^¢º����ª«�/¢������e�����A�j¥z¸M�w�e�Y�A�^��®�Y�Aªù�«���2¬A���A�p������|�A���2�V�Y���A�jªX��Ã���ª(�wª v � · �|�A�����O�Y���A�>�w������\ w¨l�A������V�Y�7�º�_�e���2�O���£�e�-§¨�����R©>¬O�e���w���^¬p���^���Y¬A�A©9�Y�G�^��¤w���^�2���w��C�T¥����^�����£�%�Y�w�«ªX�e���¼¡��A�O���Y��¤^�������A�u���º���w�«�G�����^�A�· �^¡#���^�e�����A�^�����7���w��Ý¨ßuõ¾¥|���w�,���w�2��¬V�p¢���Á_�2���2�^¡#�,�£�
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� ��¬V�w�Y� Ü ¥ Ü2÷ °�À�¡��^��ªX���Y��¡��^�������V���7�e����^�����^���V�������V¥����w�/®���Y�w�Y�(����¬V�V�,¡#�V�w�/�£�����^�(����¬V�V�,¡#�V�w�®�A���A���|�O���������A�7���
t = 0

©G�A¤�Â±�2¡¹���M§������^���7�����e�Y�,¡��A���^�A������¡��A�w�^�2¡¹�Y�2¢º���¨���^�e�µ�Y��ª«�A¥z���^�¾�^�V�±�
����¬V�V��¡#�V�w�(�£�¾�A�w������¬A�O��¡#�V�w�/®�V�

t = t0
©>�e�������A�2�O�Y�¾§����Y�w���´�������|����¡��e�u�^�n�A����� · �w���^¡��2¢u�^��¥

���w�,¤w���w�/���A����¢º�����w�,�Y���w�Y�2�����O�Y�µ�Y�w�,ª«�eÃ���ª��wªû���A¢����^�µ���|�����^�A��¤_���2��¡��A���^�A������¡#�V�w�w�2¡#���T¢p���
���^���|�A���2©j�������^��ª«�Vª��2�O����� · �e�����A�u¤_��¬O�e�j¥(²ò�,�£���w�Y�A�_�A�������A�^�A���Y�p�Y�w�X��¡2�e���/l�A¡#���V�

a
¥(���w�

¢��A�����T¢��A�^¢(���A���£¢/¤w���w�¨�����w�2���A�����¾¡��A�O�����G�^���Y���V�/�e^���w�����A����¢(�����w�¨�������w���^�V�±�-�e�|¢�®���Y�w���V¥-ø¾�^�
�^�V�±������¬V�O�Y¡#�V�w�,�������A��¬V���¨���^�A�7���w�,®���Y�w�Y�/����¬A�O��¡#�A�^���A

t = 0
�������^�,����ª��(�e����V�±���Y¡��������2�����w¬^¥

���w�2����®�A�Y���w�e�µ���w�¾���O�����Y��Ý¨ßõ ¡#�V�w��¢��^�n�A��¤_���2�p¡��V���|�e�����«¡#�V�w�w�2¡#���T¢����
t = trec

¥-¦���§¨���V���T©�����^¡��«���w�p���O�������pÝ¨ßõ`l�e�����/§����Y�w��� �Y�w��¤w���w�X�����^�A©=���(�|�A��¤_���2� ¡2�A���^�e�����u¡#�V�w�w�2¡#���T¢´��� ���^�
�^�V�±�T©�¤|��®�A�Y����� · �e�����A�j¥

ñ ������ · �e�%¦%�A���Y�����A�w¿�«_�2�4\ ¢����G�£¡������^��À��A¡��|�±¿òñ´�V��®����Á_�T¡¹�%�Y�2���w���Y������«�w�V����Ä��V�V���e�>�_��§µ�2�%���|�T¡¹���Y�wª
�����£�e�Y¬A���e�^¬A�w�£�e���Y¡��e���2�2¥

Õ#× ����|�����aGÙ*���w��B=� � = Ø��4�� .FÀ3G�A�
È¾�w�����w¬p���w�2���%�����n�A����®���Vªû�Y�w�����w��l�A¡��/�ez�£�A�����Y¡��e�����2�����w¬«�Y�p M�A���Y�����w���w�w�A���A�|�%�^�V���¾�X�£�e�Y¬A���G�wª(¤_���
�e��_�e���2�O���£�e�j§¨�������2©��Y�w�/�A¡2¡#�wª��w���e���T¢º��Á_�T¡¹�%�A*�Y�w�2����§¨���������£��¡��A�����2¢º�Y�w��þ�ý
ì ê^
�é�ë�ì ê+.�C�ë}ÿ+%��	'�Á û � ½rê êlÂ�êuÿrìv ²�À�ñ ��Á_�T¡¹�uw#¥z²³�»¬A�2�w�����e�_���^�2���,¡��A�O���Y��¤w�������A�|�����A�2�º�V���2¥
²³�»���%�w���V��������§������»���£�e�Y¬A�

ρΛ
���w� · �|¡¹���|�������A�|�µ���7���w�,¬V�Y�n�G���Y���Y���V�^�e�|�|�A���2�V�Y���A�>¬A�������w�w�w�Y�2�Y���2¢�¤G�

���^�(�#Ã��^�A�^�����V�7�A����w�(�%�w���A�������/¢��w�/�Y�p¢w�A��¯º���w�2��¬V�A¥����w�£�%¡��A�^���2���Y�w�(���e¿³¡��e�����2¢7���e���/²�À�ñ �#Á9�2¡¹�T¥ � �V���ª«�A���¨��¡2�e��� · �^¡#���^�e�����A�^�/���w�£�����A�2�^�/�V���(¤_�2¡2�e�^���X���^�p�w�w�A���V� �����n�A���£�,�Y�w���V�w¬A�0ªX�A�O�¼�_�e���2�O���£�e�M�^�������
�e�|¢X§µ�2���£�2¥ � �A�M�£�e�Y¬A���Y¡��A��� · �^¡¹�Y�^���Y���V�^�M���w�2���%�A���%�A�w������®��§ �w�����£�¨�e�^¢X§¨�����£�M�������w�£�¨¢��G�2�z�^�e�µ�|�e�w�_���j¥���w�£�,���T���^�����¾���´���w�X������¬A�O��¢��2¡������w���w¬������A�_���AM�Y�w�«�|��§¨���,���_�2¡#���Y�wª��e�

l < 10
¥(ß�2�A���w�Y���^¬p�Y�w�«�#Ãw�A¡#�

�#Á9�2¡#�¾�A=�Y�w�/�£���Y�/²�ÀGñ �#Á9�2¡#�¾¡��A���w�Y���O�£¢��/¡��A�^�������e���O�Y���V�»���w�(¢^�e�Y¯p���^���Y¬A�p�TÂO�^���Y���V���ez�±�����Y�(�e�^¢»���Y�
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����ª«�����e�Y���e�����A� v Ýµ�G�A���n�X�#�%�e�q¥�© ÞeëAëAâ w#¥
¡�¢lk<¢lk <�¯��©G¼�=�Ó´ º�¥�Á ²�¥

` Ã p�¦�©�p>º7©�§�ª¥�¯õ¨�#®�V�������w���Y�w���V�����Aµ��� · ���Y���V�´§��A�����O���Y�G¢w�^¡#�T¢>©9���w�X�£���e���Y�A�G�»�eµ���w�pÝ¨ßõ`�|�O���T¢u�7§µ�V���Y�£���Vª��/�^�w�#¿
���^�w���^¬�w�Y�A¤w����ª»¥º���^���w�A�Y��Ä��A��©��q¥ �V¥p�Y�w�����A¢����^�,§������w���ï§��w�£¡�� �A¤GÂ±�T¡¹�Y�(�e�Y��¡��A���^�A�����u¡#�V�w�w�T¡¹���T¢>©=§¨�V�
��ª«�A�����������º���w���^�V�±�T¥z¶\ª«�2�A���w�Y�%®�V�����w���^�A�Y��Ä2�A�»����Ä��,�£�¨���w�/¦%�w¤w¤w���/�����w¬A���
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c
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.

v Ü ¥ Þeô w
²³����ª«�e���Y����¢��Vª����^�e���2¢»�%�w���V��������§¨�,¡2�e�»�^���

H2

H2
0

=
Ωm,0

a3

v Ü ¥ ÞVå w
���«�T�±�Y��ªX���Y�,���w�/¦%�w¤w¤w�����^�A�Y�Aª������2� v §����Y�

Ωm,0 = 0.3
w¨�A�

H(z) = 1.24× 10−18s−1(1 + z)
3
2 .

v Ü ¥ Þe÷ w
���w�£�j¬V���V�2�j���w�V����Ä��V������Ä��M�e���£�A������¡2�����Y���Y���^¬��A�

rHls
= 0.22Mpc

¥>ñ ���Y�����^�M�^���-�eG���^�Úë�ý�
A, � ë�é('�.�þ+ëA� êeì êré.�þ0��ì ë�ý�ÿ�ê
dA
�����£���_�V�Y����¤w��������¢��������Yª«���^�¾�Y�w�/�e�^¬A�w�£�e������Ä2���A*�Y�w���w�V����Ä��V�º���

tsls

δθ =
l
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v Ü ¥ Þeé w

dA =
dhor(t0)

z
=

14000Mpc

1100
= 13Mpc

v Ü ¥ á ë w

δθ =
0.22Mpc

13Mpc
≈ 1◦

v Ü ¥ á Ü w
§��w�2���

dhor(t0)
�£�z�Y�w���w�A�Y��Ä2�A��¢��£�eª«������������¡#�w�Y�Y���O�z����ª«�A¥MÀG���A�w��� Ü ¢��2¬A�Y�����A>���w�/Ý¨ßõD§¨�V�M¡2�A���^�e�����¡#�V�w�w�T¡¹���T¢ ���X�Y�w������ª«�u�A��£�A���º�Y¡��������2�����w¬^¥b���w��l�V¡¹���Y�^�����Y�w�¼Ý¨ßõù�£�X�����e�Y���V�w�£¡��e�G�G§¨�n�ï¡2�e� ¤_�

�#Ã��w�£�e���w�T¢X§����Y����� · ���Y���V�����X���w�,�����^�������|���µ¤_�#®�V���¾��� · ���Y���V�j©A�Y�w�����O�������,Ý¨ßõ 4 ëi��¡2�A���^�e������¡#�V�w�w�T¡¹���T¢v �|¬A�w�Y� Ü ¥ Ü2÷ w#¥���w�¼�w�A�Y��Ä��A�Ð����Ä�� ���
t = tsls

�A Ü ¢���¬V���2����º�Y�w�0¢����G�£¢����w¬c�����^�¼¤_�#�±§¨���2� ���w¤w�w�V����Ä��V� �A¡��A�^�����£¡· �^¡#���^�e�����A�^�M�e�^¢«���w�|�2���^�A�Y��Ä2�A� · �^¡¹�Y�^���Y���V�^�-ªX�e�Y¯A�T¢(¤G�«À��A¡��^��¿òñ´�V��®���A�^���V¥=õ¨�2¡2�e�^���¨���w�¾���w���A�2�Y����§¨�V�
�A�^���u¡2�A���^�e�����¡#�A�^�w�2¡#���2¢u§����Y�w��� Ü ¢��2¬A�Y���7©�¢��2�^�����±� · �|¡¹���|�������A�|�,¤|�2�A�A�|¢�Y�^���/�Y¡��e���«¡#�A�^��¢´�w�e���^�n�V��#Ãw¡��^�A�w¬A�T¢»���w®�A�Yª«�e�����A� v �w�w�e�Y�A�^�¾�A�¾ªX�����Y����w¹¥����w���Y�#®�V�����Y�w����¡��A�w�£¢��w�A�¾�^�n�V�����A�V���V�2¢��A�^¢�����������e�Y�
§��^�e�����w�2��§µ�2�����e�¨�Y�w�����|¢º�A=��� · �e�����A�j©��q¥ �A¥z�«������¬A�O��¢���§��G§¨�A�Y¢º�����A�_��¢��w�,�����Y�w�����e����²�ÀGñ �#Á9�2¡#�2¥
þ Ø|���ïÛR�Ä������Ûl� × ��
²³�7�^¬A�^��� v Ü ¥ Ü�å wM���^�,���w�2�A�Y�#���£¡��A�>ª«�G¢w�����A������§����«���A��¬V��¢��2�G���e�����A� v �w�w�Y�w����w¨®�Y�Aªù�n�A�����e¬V� v ���T¢
w¹©��Y�w�£�����¢��w���Y� ÿuûi�(�Ôþ+ÿ���ë�é�þ+ë�ý�ÿuê#¥X���w�«¢��2�^���������2� · �^¡¹�Y�^���Y���V�^�¾®�A������§ �»æ,�e�|�������A�j©>�q¥ �V¥/�Y�A�^¢��Vª7©j¢w�������Y��¤^�������A�j¥
ø¾�«��ªX�e���^�Y¡��A��� v �w��¬A�

`
w*�Y�w���Y���e�Y�¨ªX�A�O�(���T�e�����Y���Y���V�^�=�e^�Y�w�2��� · �^¡#���^�e�����A�^�2©e�2�A���^���w¬,�V���M�e�G�(¢��2�G���e�����A�

®�Y�AªÑ���^��ª«�2�A�j¥ � �V�¾�£�e�Y¬A����¡2�e��� · �|¡¹���|�������A�|�%�Y�w���Y�«�e�Y�(�A�^�����p®��§`�Y�2�A���£���e�����A�^�2©|���w�2����®�A�Y�/���^���¡��A�· �^¡#���^�e����ª«�A�Y�M¤_���V�A�^¢/���w��ª«�2�A�j¥ ü �e���¨�Y�^����ª«�V���=�V¤^���2�����e�����A�^�A�O¢��A�Y�*�w�-§������w���(�Y�w���e������§¨�2¢����A���£�e�^¡�������A�2�R©�¤^�������w�/ÂO�^�V¢��Y�w�|�V����¢��G�T���w�e�T¥
¡�¢lk<¢lÅ ¤A¥1§�¯��©G¼�=�Ó´ º�¥1Áe��§�³¾�

` Ã p1¦�©�p>º7©�§�3¥1¯¶%�¨�Y�w�,�w�A�Y��Ä��A�º¬A�Y��§�©G�£�e�Y¬A�����e�|¢��£�e�Y¬A� · �^¡¹�Y�^���Y���V�^�¨¤|�T¡��Aª���¡2�A���^�e�����X¡��A�w�w�T¡¹�Y�2¢>¥z���w�T��� · �^¡#���^�e�����A�^�
���Y�e�����T¢¼�V�Y¡#�����£���Y���w¬��V�/�A¡��A�^�����£¡�§¨�n�V�2�2©j§����Y�ï�e� �V�Y¡#�������e�����A�0���_���T¢¼�w���V�|�V���Y���V�^�e���Y�»���w�2��������Ä��V¥º¶�C�����
¢��T¡#�A�^�w�����w¬|©9���w�«�w�w�A���V�u�w�Y�2�Y���^���«¢��Y�A�^���e�^¢¼�e�����V�Y¡#�����£���Y���V�^���±�Y�A�j¥Xø���¡��������e�����A�^�%���|���¶Â±�^���,�Y�2�V¡��w�2¢u�
�w�^�V���«�AµªX��Ã���ª(�wª��Aª«�w�������|¢��X���,���w�«�Y��ª«�X�A¨¢��T¡#�A�^�w�����w¬7�^�n�A�����A�2���e�^¢´�w�^¢��2�/¢����|���«�Y��¬A���A�|�¾�A�^¢
���w��§Ó�V���|�T�e¯������º���^���|��§¨�������|�T¡¹�Y���wª»©w¡2�e�����T¢ ë}ÿuû�,���ì4þ+ÿ<ü
ê�ë&{i�¹¥
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���w���O��¡������£�������A��¬A���G���^¬����£���������Y�w�#�^�����M�|�T�e¯����µ���MªX��Ã���ª(�wª'¡#�Vª«�w���T�������A�«���M���Y�M�|�A�����O�Y���A�^ª«���^��ªX�w¥
���w�%���2¡��A�^¢«�_�2�A¯��£�¨¡��e�|���T¢«¤O�«� · �|¡¹���|�������A���e�MªX��Ã���ª(�wª'���e�Y�#l�A¡#�����A�«���µ���w���_�e�Y���O���£�e�_ª«���^��ªX�w©V���G�^�
���-ªX��Ã���ª(�wª ¡#�Aª«�w�Y�2�Y�����V�������Y�w���|�A�����O�Y���A��ª«�eÃ���ªX�w©V�e�^¢������A��®�A�z�A�����_�2�A¯���¥*²ò|�Y�w���V�Y¡#�����£���Y���V�(§¨�A�w�£¢
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2n + 1
¢���ª«���^�����A�^�A� · ���%���^�A¡��A¥
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ß�A�w��®�V��¢^�%¢��X�w�A�¾�^�n�V������¤_�(�A=�|�w���Y�(����Ä2�/¤w���,¡��e��A�����X¤_�/���w�^�w�����A¥�²³�w�^�w���������^�V¡#�2�%�e�Y�/¡��e�����2¢ û�ü
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����¯V�%�Y�w�¾ M�^¡#����¢w�2�e�º�w�£�e�w��§��w�£¡��p�£�¨� · �e�����w��l�A¡#�V¥ � ���w���������^��l�V¡#�2�¨�e�Y�¾¡2�e�����T¢®ÿ � ûi�eê	.p����¯A�������w�w�2���V¥�¶%��#Ãw�Aª��^�����Aj�(����ª«�|¡����O���T¢«ª«�A�w��®�A�£¢«����§��^��¡����,®���A¡#�����A�X�Aj�����M¢���ª«���^�����V�^�M�A���¾¡#���V���2¢�§��w�����%���w�¾�e���^�����
�e�Y�,�A�_���j©��£���A�º�����^�w�����/¡��G�����^¢��2�2¥
¸¶¢4¸<¢4¸ "A¨)3°±¨2©G¼G´
���w������¡��A�*���^�e�_�/�AM�XªX�e�w��®�A�£¢��£�%¢��������Yª«���^�2¢�¤G�»������¬V���Aª«�����Y�A¥%æ����Vª«�#���Y���2���Azª«�A�Y�����w�2� Þ ¢���ª«����¿�����V�^�e�9ªX�e�w��®�A�£¢w��¡��A�º¤_�,�A�2���X�^�A�Y¢����«¢��2�Y¡#�Y��¤|��¢������T¡¹�Y���V©������£���^���|�e�����Xª«�A�Y�����^����¬A�O��®�w�9�Y��¡��A�^¡����O�������Y�
�A�¼�Y�w����� Þ ¢���ª«���^�����A�^�A�z¡#�Y�V�Y�����T¡¹�����A�|��¥7¦����Y�X§¨�X§������M�V�w���¼¡#�V�^���£¢��2�(á�¢���ª��2�^�����V�^�e�-ªX�e�^��®�V��¢w�(§����Y�¡#�V�^���Y�e�O��¡��w�Y�n�e���w�Y� v ���2�º���2¡¹�Y���V� Þ ¥ â ¥ Þ w#©*�Y�w���0¡��A�Y���T���_�A�^¢¼�Y�����^����� Þ ¢���ª«�2�^�����A�|�e�M�TÂO�w�����A���2�V����®�Y�Aª���2¡¹�Y���V� v Ü ¥ áw¥ á}w¹¥-���w��á«¢���ª«���^�����V�^�e�9¬V���Aª«�����Y���T�¨¡��A�Y���T���_�A�|¢����^¬��������^�,���w�w�2���£¡��A�9�w���A�w�A©G�Y�w� · �����w�£�e�^��e�|¢����^���G�G�|�2��¤_�A���£¡/�w�£�e�w�«�e�Y�/�Y�w�«���w�^���Y��¡2�e�����^�V¡#�

S3 © · �e�,���^�V¡#� E3 �A�^¢�G�G�|�2��¤_�A���£¡(���^�A¡�� H3 ¥/¶%����_�V�Y����¤w��� Ü © Þ �A�^¢�á�¢���ª«���^�����V�^�e�V�w�Aª«�V¬A���^���A�|�>¬A�2�Aª«�#�Y�����2� v �2�V¡��/¡#�A�Y�Y�2���|�V�^¢����w¬¨���¾�%����ª«�w���,¡#�V�w�w�T¡¹���T¢�w�Vª��V¬A�2�w���V�^�¨ª«�A�w��®�A�£¢
w��e�Y�¾���£�±�Y�2¢7���7���e¤w��� v Þ ¥ Ü w#¥
¬V���Aª«�����Y���T�
�£���A���Y�A�w�£¡ �^�A��¿ò�����e�Y���V�w�£¡

áAÈ
S3 E3 H3 S2 × E1 H2 × E1 S̃L2R

ü ��� ÀG�A�
Þ È

S2 E2 H2Ü È
E1

�=�e¤w��� Þ ¥ Ü °z¶%��� Ü © Þ �e�^¢»á«¢���ª��2�^�����V�^�e�j�^�Aª«�A¬V���w�2�A�^��¬V���Aª«�����Y���T��¥z���w���G�wª�¤|�2���e��_�V�Y����¤w���¡#�V���^¬V�w�Y�e�����A�^�¾���^¡#�Y�2�V���T���V�¾���w�«�G�wª(¤_�����A¨¢���ª«���^�����A�^�,���^¡#�Y�2�V���T��¥�ñ´�«§������M�A�w���¡#�V�^���£¢��2�
�£���A���Y�A�w�£¡����^�V¡#�T��©w�A���Y�w�A�w¬V�p®�V��¡#�Vª��^���������^�2�Y��§µ�,§������j���£�±�%�A�����(�Y�w���w�V��¿q�£���e���Y�A�^��¡¾�A�w�T��¥

ô `� �Ü£Èp�f,c¬lmg�öEöÈù<÷3f,ù[�ÝÖ giø®g�peg�s�crù<d
� �V�(�7�w�Y�A�_���/�w�|¢������±���e�^¢w���w¬»�A¨�w�V��¿q���Y���G�£�e�����V�|�V���V¬A���2�,�Aµ�Y�w�p���^���V�������X���Aª«��¡#�V�^¡#�2���Y�,�Aµ�Y�A�_�A���A¬A��e�|¢p¬V���V�w�p�Y�w���V���p�w���T¢��Y�X¤|�����O���Y�G¢w�^¡#�T¢>¥
¸¶¢4ä<¢�¡ <�¯�3°±¨2©G¼
§�¨]¯
¶��p�����Aª«�#�Y���

Λ
�£�¨�,�����e�^��®�A�YªX���Y���V���Y�^���¨ª«���A�2�z���A�2�����|�V���O�

x
�e��/ª«�A�w��®�A�£¢������A�w�e�Y�w���µ�|�V���O�M�V�X���^�

ªX�e�w��®�A�£¢7§��w�����,�w�Y�2�����Y�G���w¬«¢��£�±���e�^¡��2��¤_�#�±§¨���2�7�_�A���O�Y�2¥
Λ : x 7→ Λ(x)

v Þ ¥ Ü w
dist(x, y) = dist(Λ(x), Λ(y))

v Þ ¥ Þ w
á ÷



 -Ãw�eª«�w���2���A*�£���Vª«�#���Y���2���e=���^�� M�^¡#����¢w�2�e�»�w�£�e�^� v ���������T¡¹�Y���V�7á^¥ Ü ¥ Ü wµ�A���
• �����e�^�����e�����A�^�2©
• ���A�Y���Y���V�^�2©
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• ¬A����¢��,�Y� · �T¡¹�Y���V�^��¥
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• ��� · �2¡#�����A�^�¨���»��¬V���T����¡#���Y¡����V¥
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x
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dist(x, ΛC(x)) = dist(y, ΛC(y))
v Þ ¥ á}w
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 -Ãw�eª«�w���2�z�e>ª(�w�����_¡#�V�w�w�2¡#���T¢X���^�V¡#�T�����^�e�µ�e�Y��¬A���A¤|�e�����/�^�Aª«�A¬V���w�2�A�^�-�A�����Y�w�����V���
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�_���Y�|�2�^¢��£¡#�w�£�e�¾���%w��V�w�(�Az���w��ªX��Â±�V�¾��Ã��T�%�AM�A�w���w�w���A�2�Y���A¥ ü �A���V©_�^��§µ�2�A���T©w�Y�^���,§¨��¡2�e�w�w�A���V�����wª«����|���������|�T¡#�£�e�_����¡2�������A�7¢��G�2�µ�w�e���#Ã��£�±�T¥-���w���Y�#®�V���¾§µ��§������>�A�Y���^ª��%���^�e�����_�2¡#�£�e�9�w�£�A¡��2�¨�e�^¢º¢������T¡¹�����A�|�
ª«��¬V�O����Ã����������»�V�w���w�w���A�2�Y���A©G¤w�����Y�^����§¨�,§������j�w�A��¤|�����7�A���e����¬A�w�T¢p§������»�A�^���A*�Y�w��ª»¥
���w�£��¤_�����w¬p�Y�e�£¢>©_���%�£��ª��^¡���T�A�����2�����p����ª(�w�£���Y�(���_�2¡����A�*¡2�A���2���A=�Y�w�(�^�w���V�����������§��w�£¡���§¨�Èë�éÍê����

�X���|�T¡#�£�e�j�_�V�����Y���V�j¥M���w�2����®�A�Y�,���»�A�^�%����ª(�^���e�����A�^�2©�§µ��§��������eC�Y���»���O�V�2������¬V�e���,§��^�����|�e�w�_���^��§��w���»§¨�
�e�Y�����_�2¡����A�R¥

¸¶¢ba�¢4¸ «æ3¥�¯}©G¼�º�§�¥ª©�¯Ù3¥§"A¨)3°±¨2©G¼G´
���w�¾����¡��A�|¡��V��ª��V���V¬A�£¡��A���w�����^¡����w������� · �w�2�^¡#�T�M�V�w�M¡��w�V��¡����ej¬V���Vª������Y�(���X���^�¾�Y�eª«��§¨�n�«�A�z���w��¡#�£�A�Y���£¡��A�
¡#�O��ª«�V���V¬A�£¡��e�_�w�Y���|¡#���w���V¥

âOô



xÇyr{¥á7������yu�%yu~������ � �4���rÉ x���{7O%�e�Íyu������� � �4���rÉ
� ��¬V�w�Y� Þ ¥ Ü2ë °>²±���A���Y�A�G�����������V���V��¢^�e�O�w�w���A�������A¥*æ����A¤^�A����� v ��w¹©n���^���=�w�w���A�2�Y���µ¡����T�e�Y���,�£���]\ ���2ÂO�^�A����¢���Á9���Y���O�,¢����Y�2¡#�����A�^�2¥¨²³�����w��¢����Y�2¡#�����A�^�%�|�2���_���|¢���¡��w�£�e���Y�����^�/�2¢�¬V�2���A-���w�/®�w�^¢w�Aª��2�O�Y�e�
¢��Vª«�A��� v ���£¢��2���A*�Y�w���Y�2¡¹���e�w¬V����wM���w���w�^���V�������,�£����ªX�A�������T©w�e�£���|©��������Aª«��¢������T¡¹�����A�|���A�w��¡��A�
�����«�A�w�T���2��±©�¤w�������0���Aª«���w�e�T¥ ä ��¡��e����� v ¤�w#©j���^�X�A¤^�����Y�A�2�¾�£�,�w�^�A¤w�����Y�»¢w���������w¬A�^�����¼�A�G���e���w�/¢w���Y�2¡#�����A�^�2¥-���w�,���V���^���£�����G¡2�e�����p�����e�Y���V�w��¡A¥

� Ø��ïØ��� × GÛl��	
²³���Y�w�,¡#�A�O�Y�#ÃG�µ�A�¬A�2�Aª«�#�Y�����w�Aª«�V¬A���^�����±��ª«�2�A�^�µ���^�e�¨§¨�¾�V�����wª«���Y�^���¨���^��¡��w�����e���w�Y���e����w���w�w���A�2�Y���
�£���Y�w�����Aª��µ���V���Y�O§��^���Y�A¥>ñ �w�����µ���^���Y�¨�A���z����¡��A�V���e�Y�£�������A�|��¢��w�µ���¾���^�µ�w�Y�2�����|¡#�z�A^ªX�A�Y�*¡��A�^¡����O�������Y���V�^�
�A�¼�»���s��¡����2�V�Y�����£�e�Y¬A����¡2�e���(�Y�w�2���X�e�Y�����w�w�_�V���2¢u���7���V���u�V���2¥����w�£�,�#Ãw¡#���^¢��T���A��ª«�O�±���e����ª«�A�w��®�A�£¢w��¥
²³��l�V¡¹�%���¾�£�%¯G�w��§��»�Y�^�����A�w���»�«®��§`����ª«�w���»¡#�A�^�w�2¡#���2¢ª«�A�w��®�A�£¢w���������§\¢w��ª«���|�����A�^�%§����Y�����^���Y�eª«�¡#�^�������Y�w�Y�,�e�����A�2���X�^���V¡#�A¥
²³� Þ ¢���ª«���^�����A�^�¾���^���Y���A�����A�w���áº�w�Aª«�A¬V���w�2�A�^������ª«�w���¡#�V�w�w�2¡#���T¢uªX�e�^��®�V��¢w�2¥(²³�¼á»¢���ª«�2�^�����A�|����^���Y�/�e�Y�¾�V�w��� ÷ ©�§��w�£¡��»§µ�2�����^������¡����V�������^�2¢º¤G�ºõ¨���A�^¡��w�q¥z���w���º�e�Y�,���wª«ªX�e�Y��Ä2�2¢º���7���e¤w��� v Þ ¥ Ü w¹¥z¶��G�¡#�Y�V�Y�=���T¡¹�����A���e|���w��á�¢���ª��2�^�����V�^�e�w���^�A¡��2�*§������w�^�n�V�z�Y�w��¡#�w�Y�������^���¨�e_�A�w���e|���w� Þ ¢���ª��2�^�����V�^�e���w�£�e�^�2�2©�w��§¨���V���¾���w�T����¡����O���,���2¡¹�Y���V�^��¢��»�w�A�/�^�n�A�����»¤_������ª«�w���¼¡#�V�w�w�2¡#���T¢�Y�w��ªX�������A�2� v Â±�^���(����¯A���Y�w��¡#�Y�V�Y�

���2¡¹�Y���V�º�A�� Þ ¿ò���w�w�2��������� v Ü ¢���ª«�2�^�����A�|�e��wµ¡�����¡#���,§��w�£¡��7�£���e�£�����^�e������ª«�w���º¡#�V�w�w�T¡¹���T¢
w¹¥
Õ �TØ^�2��Ø
�2	
²³�/�Y�w��¡#�A�O�Y�#ÃG�*�A^¬A�2�Aª«�#�Y���������e�Y���V�G�¾ª«�2�A�^�����^�e�*�Y�w��¡#�w�Y�������^���z�A|���^�A¡��M�£�j�Y�w�����Aª��µ�����2�V¡��(¢������T¡¹�����A��¥
Ýµ�w�Y�������^����¡2�e� �A�w���u¤_��ª«�2�V���^���T¢�Y�u�������w¬V���X�G�wª�¤|�2�/���ï�»�^���A�w�A¥º²ò������^�V¡#�X�£�������e�Y���V�w�£¡��A�^¢¼���^�
¡#�^�������Y�w�Y���Az��¡����O�������2¡#�����A�7���^���V�w¬A�»�«�|�V���O�%�|�A���X¡#�2�����e���»�n�A���^�A©w�2�A���Y�p¡����O�������2¡#�����A�º���w�Y�A�w¬V�7���^�e�
�_�A���V���^�V�¾���w�X�Y�eª«�����A���w�«�A�,¡��w�����e���w�Y�A¥/²³� ¡��V�����e¨�w�Aª«�V¬A���^�����±�º�Y�w�£���e�£���ºª��T�e�^�¾�Y�^�������V���Y�¡#�Y�V�Y����2¡¹�Y���V�º�A��A�w�e�Y�w�����_�A���O���^�A�¨�Y�^���%�Y�eª«��¡#�w�Y�����Y�w���V¥
���w� Þ ¢���ª��2�^�����V�^�e�V�w�Aª«�A¬V���w�2�A�^�*����ª«�w���,¡��A�w�^�2¡¹�Y�2¢����^�A¡��2�*�e�Y�M�e���V�£���e���Y�A�^��¡A¥=ø%����w�¨á%¢���ª«���^�����A�^�A����^�A¡��2���A�^���X�Y�w�,�^���±��á«�e�Y�,�����e�Y���V�w�£¡e°
• S3 ���w�/áe¿ò���w�w�2���
• E3 ���w�� z�|¡#����¢��T�e�����^�A¡����A�^¢
• H3 �Y�w���G�G�|�2��¤_�A����¡��w�£�e�^�A¥
���w�¾�e���^��� ã ¡��A���^�n�V�%¡#�Y�V�Y�M���2¡#�����A�^�M���^�e���A���%�w�e�¨���w�����Aª«�A©G�A¥ ¬^¥*���w�,¡#�Y�V�Y�M���2¡#�����A���A

H2 ×E
¡��A�

¤_���A� · �e�� z�|¡#����¢��T�e�¼�w�£�e�w���A�,�w��¬O���Y���V�����7¡��w���V�2¢u�O�G�_���Y¤|�V���£¡/�^���A�w�A¥/õ¨�2¡2�e�^���(�V�w���w�w���A���������e�^�|�T�e���
���«¤_�,�����e�Y���V�w��¡¾§¨��§������>�A�w���p¡#�V�^����¢��2�¨���w���^���±��á^¥�¦%��§µ�2�A�2�2©O§µ�,�^�n�V�%�Y�«¯A���2�p���ºª«���^¢º���^�e�����w���A���w�2�
ã ���|�A¡#�T���e�Y�¾�_�V�Y����¤w���,����¡2�A���¾�Y�w�/���^���V�������,�£���w�Aª«�A¬V���w�2�A�^�¨¤w�w���w�e���£���A���Y�A�w�£¡e¥
¸¶¢ba�¢4ä «æ3¥�¯}©G¼�º�§�¥ª©�¯Ù3¥e�Ô=�i3²�£³�´
���w������¡��A�*¡��V��ª��V���V¬A�£¡��A�>�w�����^¡����w���(�|�A�%�p�w�Y�e®�A�^�^¢»�#Á9�2¡#�¾�A�u§��w��¡����£���Aª«�#�Y�����2�¾¡��e��¤_�«¡��w�V�����7®�A�¾���^�
�w�V���V�w�Aª��X¬A�Y�A�w�j¥

â�å
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#`� × Û+�òØ��lÙ=�q�j��õq�«�n��Û+�òØ��RÙ*�
ÀG�Vª��º�����Aª«�����Y���T�/�Y�Y�A�^�±®�V��ªö�2�A���Y�¼�|�V���O�����´�A�w�e�Y�w�����_�A���V�T©z����¯V�����^�º�Y�Y�A�^�����e�����A�^�(���c���w�7 z�^¡����£¢��2�A�
���^�A¡��(¤w�������Aª«�/¯A�2���u���Aª«���|�V���O�Y�%�wÃ��2¢j©|�Y�w�2���«�e�Y�(¡��A�����2¢»�^ÃG�T¢�_�A���O�¾�£���Vª������Y���T��¥�¶��´�#Ãw�eª«�w���(�AM�
�wÃ��2¢u�|�V���O���£���Vª������Y�»���,�º��� · �2¡#�����A�j©>�e���=���w�«�_�A���O�Y���A�u���w����� · �2¡#�����w¬7�w���A�w� v ���¼áVÈÚw%�A�,�����w� v ��� Þ ÈÒw���Y�n�u�e�����w���Y�eª«�«�|�O���������A��¥�¶��w�A���w�2�/�#Ãw�eª«�w���«���(�º�Y�e�����Y���V�j©j���V���Y��_�A���V�/�Y�e�����Y�2���e�Y�A�^�^¢u��¡������Y�e���
¡#�2�O�����T©G���^����¡����O���2���|�V���O��¢��G�2���w�e��ª«���A�������A���q¥
²ò>���^�%�£���Vª������Y���T�M�A�����|���T¢«������¢��2�O����®�X�|�V���O�Y�2©V���w�T���%�wÃ��2¢X�_�A���O�¨�£���Vª«�#���Y���2�z�£¢��2�V�Y��®�«�V�w�%�V�µ�����A�2�Y�A�

�_�A���V���j§������,�Y�w��ªX�������A�2�2¥����w�£�j���2�V¢w�9�Y�%�±�Y�Y�A�w¬A�z�������^�e�����A�^�2©2����¯A�z���^�A¡��2�>§��������_�A���O�Y�j§��^���Y�-�A�A��¡2�e��ª«�����
�A�V�w�����2�� v ��� · �2¡#�����A�^�2©>�^¬V�w�Y� Þ ¥ ÜVÜ v ¤�w�w¾�A�,§��w�2�����Y�w���Y�«���,���2�Y�����|�A¡#���Y�^�e� �����e�Y�w�����_�A���O�Y� v ���A�Y���Y���V�^�2©�^¬V�w��� Þ ¥ ÜAÜ v �}wÍw¹¥¼���w�º���^�A¡��2�/���^�e�«�A���p¡����T���Y�2¢0¤G� ��¢w���O�����|¡��e�����A�ï§������½���^¡��½���wÃ��2¢c�|�V���O�������Aª«�#�Y����e�Y�(�^�e�/¡��A�����2¢uª«�A�w��®�A�£¢w��¤w�����A�Y¤w��®�A�£¢w��¥�ß�e�w��®�A�£¢w��ª(�|�±��¤_�«¢w��Á9���Y���O���£�e� v · ��ª«�O�A���)\�w¹©��A�Y¤w��®�V��¢^�%�^�n�V�
�����w¬V�w�£�e���|�V���O�����A�������w�T��¥
õ¨�2¡2�e�^�������^����¡#�Y�2�e���(�V��¤^��®�V��¢w�%§µ��§��������w�e�����|¡#���^¢����wÃ��2¢��_�A���O�¾�£���Vª������Y���T�¾�V�%�A������§µ�T¢»�����Aª«�����Y���T�

®�A���V�w���£¢����O�����|¡2�������A�|��¥ ü �A���,�Y�^�����Y�w���%¢��G�2���w�A��ª��T�e�7§µ�����w�A�^��¢»¢��£���Y��¬O�e��¢«���^��ª»°¨Ýµ�Aª�¤w���^���Y���V�^�¨�e�wÃ��2¢�|�V���O�¾�£���Aª«�#�Y�����2��¡2�e�¤_�/�^ÃG�T¢»�|�V���O�¾®���2�A¥%¶`�����e�^�����e�����A�»®�V������§µ�T¢7¤O���X�Y�e�����Y���V�������wÃ��2¢��_�A���O�
®�Y���A¥���§¨���Y� · �T¡¹�Y���V�^�%¡2�e��Y�2���w���¾���u�X�Y�Y�A�^���£���Y���V�j¥�²³��l�V¡¹���A���Y�w�/�Y�w���2� Þ ¢w��ª«���|�����A�^�A�*�^���A�w�2�%���A�2����£���Vª������Y�p¡��A�º¤_��¬A�2�w�������Y�2¢p¤O�����w�/¡��Aª(¤^���^�e�����A�7�e-���2�A�2�Y�A�|�Y� · �T¡¹�Y���V�^��¥

9�ÛØ0)GÙ ~Þö ×  � Ø|Û × �2�
²ò�z�£�-�|�O������¤w�����Y�/¡#�Y�2�e���������2ª«��¿³¡#���V���2¢����|�A¡#�¨�Y�^���z¤_�2¡��Aª«�2�-�����^�^���Y��������ªX�e�������«�Y�w���A�_���X¢������T¡¹�Y���V�j¥=���^�
�^�����^¢w�e¿³���w�^���Y���£���e�»��Ã��Aª«�w�����A*�Y�w�£��¥z²ò�¾�����_�V�Y����¤w��������¡����T�������Y�w�/�^�����^¢w�����w�^���Y��¤G�º��¢��2�O����®�O���w¬«�±§¨�
�^�A�Y�A�������9�����w�T�����º�Y�w���G�G�|�2��¤_�A����¡��w�£�e�^�A¥�ñ´��ª��^�����Y�e¯V��¡��e�Y���w�e���Y�«�A������§Ð�^ÃG�T¢º�A�X�w���|�V���O����¥
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¥,���^�/�±§¨�p�^�A�Y�A�������*�����w�2�,�A���/�£¢��2�V�Y���|�2¢§������´�2�V¡����e���^���T¥����w�«¡#����¡#���2���Az�����e�Y���V�G��ð ���^�
���w�w���-���A¢w���^�*�e|���w�¨®�w�|¢w�eª«���O���e�w¢��Vª«�A���qð ®�A�z�����V�����e�O�|�V���O�Y�=�V�(�Y�w��ª��£¢w¢����������w���£�-¢��Y�n§���¥
�*��§¨�A�Y¢w�z���w�,���#C�T©����w��¢��£���Y�e�|¡#��¤|���±§µ�2���º���w���±§¨�(�^�A�Y�A�������9�����w�T�¨����ª«�����¨��� ë �A�^¢7����¢��G�2�¨���^����A¢����^���A¨�Y�w�p¡�����¡#���X�e����G¡2�e�z�£���e���Y�A�G�V¥7ÀG���^¡#�p��� �Y�w����¡��V���«�Y�w���Y�X���(�w�����§µ�2������ª«�����A� ���^�

�Y�V¢����|��§����Y�w���»�w�Vª«�A¬A�2�w�����±�X�£���A���Y�A�G�X�w�A�£¢w�¨�Y�w���%���^�V¡#�,�£���w�e������¡��e�����������e�Y���V�w�£¡e¥

� Ûl�T�e��O�a
ø¾�w�X�w�^���V�������A��¡#���A�2�����w¬ ���|�A¡#�»�£��á0¢���ª«���^�����V�^�e�q©µ���w�2����®�A�Y�º�Y�w��®�w�|¢w�eª«���O���e�%¢��VªX�e���D���w�A�^��¢D¤_�á
¢���ª«���^�����V�^�e���A�%§µ�2���q¥,¦���§¨���A�2�2©_���Vª«�(�£���Vª������Y���T��§������=�Y�2¢��^¡��/�Y�w���G�wª�¤|�2�¾�AM¢���ª��2�^�����V�^�%�A-���w��®�w��¿
¢w�Aª��2�O�Y�e�j¢w�AªX�e���j¥-���w�2�����£���Vª������Y���T���e�Y�,¡2�e�����T¢'ý�û�ý°'�.�þ0�eÿré�êrì ê#¥
ü �V�c¢��£��¡��������ºª��T�e�^�(���|�������w�»¢��£�±���e�^¡��º¤_�#�±§¨���2�0�±§µ�´��¢w���O�����^�2¢c�|�V���O����¤_�2¡��Aª«�2�������^�w�����T����ªX�e�������ª«�A������C�Y���«�e�w�^���G���w¬����^�º�£���Vª«�#���Y�¼�����|�w���Y�p�Y��ª«�T�(§��w�£¡��ï�^�V���V�/��Á_�T¡¹�����^�e���A�^�p�e��Y�w�»¢���ª«�2�^�����A�|�

�eM���w�«ªX�e�w��®�A�£¢w��¢��£���A�w�|�T�e����¥�ñ¼���������|�±�Y�Y�e�������w�«¡#�V�^¡#�2����¤G��º���A�Y�e�����A��V����^�� z�|¡#����¢��T�e�´�w���A�w�A¥�¶
�Y�e�Y�e�����A�»¤G�º�A�»�A�w¬A���,���|�����w���%�A�����O���2¬A�2� v �V���Y�e�����A�^�A�ÇwM�Y��ª«�2�%���»�Y�w��®�w����¡#���Y¡���� v

2π
w¹©9���n�

n
�Y��ª«�T��©|���

¡��A�����2¢u¢����Y¡#�Y�#�Y�/¤_�2¡��A�^���(����¢����G��¢��T���Y�w�«¡#���Y¡����/���O���
n
�2ÂO�^�e������¬Aª«�2�V����¥¾���w�(�Y�2���w�������w¬º���^�A¡��/§¨�A�w�£¢�¤_�

�A�^���e=���w�T���/�����£¡#�T��§������»¤|�A�������¢w�2���£¢����O�Y���^�T¢7§����Y�»���w�/�A���w�2�2¥Mñ �w����§¨��¡#�A�^�w�2¡#�����w�(���£¢��2��§¨��¬A�����
¡#�V�w� v �^¬V�w�Y� Þ ¥ Ü á v �}w�w#¥
¶ ���A�Y���Y���V��¤G��X�����e�|��¡����^¢��2�O�¾l�V¡¹���V�¾�A

2π
¢��G�T�¾�^�e��¢����G�£¢������w���w�£�e�w�����O���»�p�^�w�����«�������Aµ�����£¡#�2�

�e-�X¡#�2�����e�����e�w¬V���V©w¤w�����Y�����w�^�w�����(�����£¡#�T���e�Ä��2���X�A�w¬A���A¥M���^�/���T���^���Y���w¬X���^�A¡������%�«�^�e��C¿q�����^�^���Y�/�����w� v �· �Y�n��\�w¹©j§��w�£¡��0���^�A�w�£¢u¤_���£¢����O�Y���^�T¢¼§����Y�¼���Y������ v �^¬V�w��� Þ ¥ Ü á v ¤�w�w#¥����w���(���^�V¡#�«�£� Ü ¢���ª«�2�^�����A�|�e�q¥���§¨��^�A�Y�A���������Y�Y�A�^���£���Y���V�^� v §��w�£¡��0�e�Y���wÃ��2¢G¿ò�|�V���O�,®�Y����w�§������¼�Y�Y�A�^��¡����^¢w���O���Y�e�����7�Aµ�Y�w�����������w¬A���^���|�n�A�«�
����ª«�����A�(�#Á9�2¡#�2¥ õ¨�2¡��A�^����§µ�º¢��u�w�A��§��e�O�(�Y�����§µ�2�/���^�º�eª«�V�w�O���e%¢w��ª«���|�����A�^�(§µ�º�^�n�A�p§µ�p¢w�u�w�A�
���^¡#���^¢�� v �����Y���euw������Aª«�����Y���T�M�Y�^���%�A���,�w�A��¢����Y¡#�Y�#�Y�A¥
�«��Û4 × �T����Û+�lÛl�u	
���w�2�����e�Y�/�±§¨�p¯G���|¢w�%�AMªX�e�w��®�A�£¢w�2©9�A�Y���2�V���e¤w�����A�^¢��w�V��¿ò�A�Y���2�V���e¤w���A¥,���w�«¢���Á_�2���2�^¡#��¤|���±§µ�2���´�A��A�Y��¿
���O���e¤w���%ªX�e�^��®�V��¢��A�^¢p�(�w�A�w¿q�V�������O�Y�A¤w����ª«�A�w��®�A�£¢X���µ�Y�^�����/�w�V��¿q�V�������O���e¤w���%���w��l�V¡#���|�A�µ�A�w���«�A�w�����£¢��A©
®�A���#Ãw�Aª��^���(���w�«ß}÷A¤^���^�������Y����£�����w�V��¿q�V�������O���e¤w���(���w��l�V¡#� v �^¬A�^��� Þ ¥ Ü�â w#¥¾²òµ�A�A��§¨�A�^��¢������A�(�V�u���^¡���7���w��l�A¡����A�^¢�V�A�u§¨�A�^��¢»�Y�Y�n�V�����e�Y�A�w�|¢������V�A�§¨�A�w�£¢��|�^¢�V�A�w�����2��zª«�����Y�A�Y�2¢j¥,���^���Y���£���w�7¢w���������^¡¹¿
�����A�´¤|���±§µ�2���´����C�,�A�^¢�Y��¬V�O�2¥,²òµ�����£���|�O������¤w���(���»¢��#�|�w� Þ ¢��£�±�Y���|¡¹�,�A�Y���2�V�����Y���V�^�%�ºªX�e�w��®�A�£¢�£�¾¡2�e�����T¢û�é�þ+êeý
ì ë�î � ê�©^��*�Y�w�£�������^�e���_�V�Y����¤w���¾�Y�w��ªX�e�w��®�A�£¢7���Òý�û�ý°'�û�é�þ+êeý
ì ë�î � ê#¥
ÀG�2�A�����e���Aµ�Y�w���_�V�Y����¤w���Xª«�A�w��®�A�£¢w�/�e�Y�«�w�A�w¿q�V�������O�Y�A¤w���A©��A�^¢¼§µ�X§������M�^�n�A�����¢w�2¡#�£¢��X§��w�����w�2�/§¨�

âOé



xzyr{oøÈ����~ � ���1�4� � y � ����~Èyu~�Ñ����1���Ó� â�yu� � � É�yiÆz�4yu� � ����~�yu�]��yu� � �uÆ
2πx���~ � �����,��yu�4� 1

6
2π
� ����~Ú�Íyu���i������~ � Ý,�����}���3������~ � � M����ÒÝ,� � �ÒySM�~�� � �~ Å �Ó�����)�uÆ�� � �����]������~ � �Í����~ � �����]��yu��������~��Ó�½���]������~ � � M����1Ý]� � �1����~��í � �@»�������~��¶ÌªÝ2� Å ���i���3����~��<�3yuÑryu��~��,ß)����xÙ6 Å ���������Íyu~�{,����yu~��£Ý]��������)��� Öa�������¶��~¶y¢M�~�� � �)~ Å �Ó�������uÆ��4������������ß]���]�+��� Å � � ��~�Ñ��4��yu���]Ý2� Å ������£y�íÓ�����<��~�������~�yu������~����

x���{søÈ����~ � ���)�4� � y � ����~>yu~�Ñ����2����y � �4yu~�������~�����~ � yu����yu� � �uÆ
2π
x���~ � �������yu���

1
{ � ����~Ò��yu���Ú������~ � Ý]����������������~ � � M����1Ý]� � �Òyu~Ú��~WM�~�� � �½~ Å �Ó������uÆ}������~ � �2yu~�� � ���]����� � yu~����7��� � Ý2����~ � ����� ���������<������~&M�~�� � ��� ÉÓ�4�>yu���Ç�O%��~��>�ª���7������~ � � M����iÝ]� � �i����~��Sí � �1��yu~��i��� Ér��~���� � �����+�ªÝ]�����G~�� Ör������Òyi����~�� � ��y � ������~����������¶Ý,� � � ����~��i�ÚyuÑryu��~�� ß)���1�4��� Å � � ��~�Ñq����yu���Ý2� Å �������>y��¶�����<��~��4����~�yu���4���<�
��~WM�~�� � �<����~��Òxz��~WM�~�� � �<��~���~�� Éq��~�������+��� � ����~�{��

� ��¬V�w�Y� Þ ¥ Ü á^° Þ �Y�e�����Y���V�^��©O�/¢��£��¡����������e�^¢«�w�V��¿³¢����Y¡#�Y�#�Y���A�^�A¥� z�A�2���������w�����^�A�w�£¢X¤_�%�#ÃG�Y���^¢��T¢���|¢��#�^�^���Y�����p���V�Y�����w���V�|�2�»¢w���Y�2¡#�����A�^�2¥

���^¡#���^¢��º���w�O���7�A����_�V�Y����¤w���pª«��¢����¨®�V���V�w�(�w�^���V�������V¥´ñ �w�����p�Y�w���Y�pª«��¬A�O��¤_�7�w�G�G���£¡��e�µ���T�A���A�^� 1 �Y�
¢��£���Y��¬O�e��¢(�^�A��¿ò�A�Y���2�O�Y�e¤^���¨ªX�e�w��®�A�£¢w�2©e���^���Y�%¢��G�2�-�^�e�M������ª ����¤_�%��¡��V��ª��V���V¬A�£¡��A�O�Y�2�V���V�(®�V�M¢��£��¡2�e��¢����w¬
���^��ª �A�M�|�O������¤^����ª«��¢��2���z®�A�M�V�w�M�^�w���V�������V¥*���w�2����®�A�Y��§¨��§������^���^¡����^¢w�����^��ª'���p�A�w�z�Y�2���2�A�Y¡���©e�w��§¨���A�2�
§¨��§������j�w�e�%�������2¡#�����w�2ª!®�A���V�w������ª��w���e�����A�^�2¥

8�J ~ � ��� � �����4������~��Ú��yu� Æ��uÆ � ���=í�Î � �Ò����~ �4Å �+É1���+����~ � yu������� � É������Ú~�� � �4����� � �Ó���£y3���+���������Ò��� Å��)� ����~Ú��yu�+� � É�Ö�������y � ����~Ý)yu�����+�ÍÖr���Ó�rÉ£� â������+���<��~ � �eÉ=O�����yu~��où�yu~�Ñ½��~<���� rÌa�¹úÒ��� � �uÆ � ���2��y�Ý]�G�uÆ����rÉ��4�����
yu�+����yu�4���ª��~ Å ~������4� Éa��~�Ñ½�+É��<�<� � �4�������ß)���<�<��� � ���<����� � yu~ � ��~��<��� � ���<��~��¶Æ��4���ÐÝ,������� � ���<Ý2���+�Ô�+É��<�<� � �+Éi���+��Ñ���~�y � ���Í� � ���<��~���� û����4��~����>��� � Ý�����~ ��� Æ � yu~���+��Ñ�� � ��ü7y �4Å �+�<�������<��� � �Ú�>yuÛ��ª~��Ú��� û����+��~����>��~����+����~ � y � ����~��F6�Ör���+Éq��y�Ý �uÆ2���rÉ��4�����3yu������yu�+��� � �1��� � ���<��yu�<�ª� Æ � ���Å ~�� Ör���+���>Ý2� Å ��� �����<���4�+���+���}� � �����Ó���3��yu���������
yu�+� � Ér�qß]�����Ó����Ý2� Ör���ª���Ó~�� �ª� ���1��yu����� � ����Ý2��yuÛ�Æz���+���qx��+���4����~�����������Æz������ � y���������y�É�{7���,~�� � �4Éa�<�<� � �+�����®6
âa�����+���<��~ � �½�����ÍÝ � ��y � y � ���<�7Ý]� � � � �������,������~�yu����Ñ�~����i��~Òy>�>yuÑ�~�� � ���=M������i���1������y�É��~<ÆÇy�Ör����yu�����½�����+��� � ����~��Í��Ý,�������>��~�������y � ��� � ��y �)� ��� Å ~�� Ör���4�4�½���2~�� � ��~���� û}���+��~ � ��~>��� Æ � yu~��1�+��Ñ�� � ��ß)����������Ý]��y � ���rÉ��4������� � ���yu���7ñ ��yu�4� � ÉÒÖa������y � ����~ ò �3ß]�����+�<yu�+�¶�����>yu~rÉÒ����~�����Þ Å ��~������Ó�uÆ���yu�4� � ÉiÖa������y � ����~ � ��y �£� ���Ó������yu��������ñ � � yu~���yu�4���<�a����� ò �uÆ�������<��~ � yu�+É1��yu� � ���������7Ý]������~�� � �������Ò� Æ � ��� Å ~�� Ör���+���£���,~�� � ���+����~ � yu�������)ò����7� â�yu�<������� � �����+�ªyu�4�£��yu� � ���������½����Û���~�� Å�� �+��~�� ò �� ��y � yu�+�£~�� � � Ör��~Ú� Å �������4��� � �Ó��y�Ör�3yÓ�<���+�4���)���>yuÑ����
ãAë



� ��¬V�w�Y� Þ ¥ Ü2â °/���w��ß2÷A¤w���^�/�����Y��� ¤G�u µ��¡��w�2�2¥º���w��ß}÷A¤^���^�(�±�Y����� �����^�e�/�A�Y�����O�Y�A¤w���V¥X²ò�(�^�V��A�^��� Ü ����¢w�¾�A�M�A�V��¡��e�������¾¤G�(®�V������§����^¬����w���e�O�Y�2¥-���w�£�z§¨�A�w�£¢X�w�A�µ¤_�¾���w�����e¤w����®�V�µ���Y�2�A� v Þ¢���ª«���^�����V�^�e��w��w�^���V�������V©|�����^¡��/���¾¢��G�2�%�^�n�A�/�A���2¢�¬V�A¥� z�����w�2�%�Y�w�(§��£¢G���u�e����w���±�Y��������^�A�w�£¢
¤_�������|�w���Y�/�G���2��¢w���w¬��Y�w� · ���������^�^���Y�/ß}÷A¤w���^��¤|�e�^¢>©^�A�¨���w�(�2¢�¬V�,���w�V�w��¢º¤_�/¡#�A�O�Y�Y�V¡¹���T¢��Y�X�

�_�A���O� v ���w�(�2¢�¬V���£���«¡#���Y¡�����w¹©��Y�X¡#�Y�2���Y�����w�/���w�w�2���£¡��A�_�^����Â±�2¡¹�Y���V�¾�^���A�w� v
P2 w¹¥

ãwÜ



ãVÞ



H IKJMLONEPRQ ý

É ÊÌÒÌË [<Z Í ÊÏÎ ÊÏÐ�ÊÏÑªÒ Ó þWX U¯ÿ�� Z ÏÑÒ [�Ë ���
� ËYV ���

²³�7���w�£��¡��^�A�����2��§µ�,§������j���G�A�T�±�Y��¬O�����,�e���>�_�V�Y����¤w��� Þ �A�^¢»á�¢w��ª«���|�����A�^�A�>ªX�e�w��®�A�£¢w�¨���|����®�w���^���j�A�w������¡��A�¡#�O��ª«�V���V¬A�£¡��e�_�w�Y���|¡#���w�����A�^¢º���w���A���w�2�����^�����A�Y�>¡#�A�|�±�Y�Y�A���O�Y�2¥�ñ´�/¡��A�^���£¢������e���já«¬A�2�Aª«�#�Y�����2�2°
• · ���T° E2 �e�^¢ E3 ©
• ���w�^���Y��¡2�e�q° S2 �A�^¢ S3 �e�|¢
• �O�G�_���Y¤|�V���£¡e° H2 �e�|¢ H3 ¥

ñ¼���������%�Y�w������¡#�V���Y�2���|�V�^¢����w¬X�£���Vª������Y�»¬A�Y�A�w�^�¾�e�^¢u¢��#�Y���Yª����w��§��^��� v ����ª«��¿ w�¡#���V���2¢�ªX�e�^��®�V��¢w��¡��A�¤_�
¡#�Y�2�e���T¢p®�Y�Aªù���^��ª»¥�¶������w�V�w¬A��ªX�e���w�2ª«�e���£¡��%§µ�V�w��¢�¢w��¡#�Y���Y�/�^������¬V�����w�^���Y��¡2�e�>�Y� · �e�������G�G�_���Y¤|�V���£¡v �V�����w�X�A���w�2��§��n��e�Y�A�^�^¢
w¾§µ��§������M���Y�A���,§������ · ���/���^�A¡���¤_�2¡2�e�^���«�����£��¡#�V�^¡#�2�����^�A�����»���^�X�2�A�����2���¾�Y�
�w�^¢w�����±���e�^¢>¥

 �`a_ ô��
ä¶¢�¡£¢�¡ ã ²�º7©
���w�,®�w���j�£���Vª«�#���Y�X¬A�Y�A�^�º�A����^�� z�^¡#���£¢��2�A�7�^���A�w�

E2 ����¡2�e�����T¢ E(2)
¥z²ò��¡#�A�|���£�±�����e v �^¬V�w�Y�,á^¥ Ü w¹°

• �����e�^�����e�����A�^�2©
• ��� · �2¡#�����A�^�2©
• ���A�Y���Y���V�^���e�^¢
• ¬A����¢��,�Y� · �T¡¹�Y���V�^��¥

¶\¬A���£¢��,��� · �2¡#�����A�7�������Y�Y�A�^���£���Y���V�p§������������ · �2¡#�����A�»�e���A�w¬X�������w�,�^�A�Y�A�������9�Y�����w�,�Y�Y�A�^���£���Y���V�j¥
���w�,�£���Vª������Y��¬A�Y�A�^�º�A

E2 ¡2�e�7¤|�/¬V���w�2�Y�e���T¢�¤G�p�^�����w¬«�A�w�����Y� · �T¡¹�����A�|��¥z�*§µ�«�w�V��¿ò�^�e���e�����2�9��� · �2¡#¿�����A�|�µ¤_�2¡��Aª«���(�Y�e�����Y���V�p�e¤_�A���¨���^������¡#�Y�V�Y�����w¬(�_�A���O�2¥-�*§µ���^�e���e�������_��� · �2¡#�����A�^�¨¤_�2¡#�Vª«���(�����e�^���£�������A��¥
���w��ª«�A�Y�¾�V�A�º�A�����n§¨�n��®�Y�Aª'���^�,¡����O���2���e*�����A�Y�e�����A�j©O���^�¾ª«�A�Y�¾���w�,�Y�e�Y�e�����A� v �����ªX�A����wz¤_�2¡��Aª«�2�µ�Y�
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¶���� · ���«áu¢���ª«���^�����A�^�A�µªX�e�^��®�V��¢w���^�n�V��¤|�2���½¯O�^��§��0®�A�«����A�w¬����ª��V¥0ß��e�Y�������Y�2¢c¤O�¼�Y�w�7�����|¢�� �e¡#�Y���±���e�����V¬A���e�w�G� ü �����A¡�¯G� v ÜTé á â w>¡��Aª«�w���#���T¢,���^�¨¡2�����2¬A�V���£���e�����A� Ü2é á â ¥j���^�M�£���Vª������Y���T�j�A����w�¨ z�^¡����£¢��2�A����^�A¡������^�e�µ�e�Y���wÃ��2¢��|�V���O�z®�Y���%�A�����Y�Y�A�^�����e�����A�^�2©e�Y�Y�A�^���£���Y���V�^��®�V������§µ�T¢�¤O�«���Y�e���������A�X�A���V�w�^¢����w����Ã��£�
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SO(4)

©|���«§µ��§����������������A�w���º��®�2§Ó�A
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Þ ¿³���w�w���Y�2� v Þ ¿ò¤^�e���£��w�¬V���^�2¢7���V¬A�����w�2���A�»�Y�w�����w��l�A¡#�V¥����w���%���¾�e�^�A���V¬A�V�^��§����Y�»���w���w�Y��Â±�2¡#�����A�»�e��Y�w� Þ ¿���w�w���Y���A� Þ ���A���£¢�¡�����¡#���2�2¥����w���±§¨�/���w��l�A¡��2���A_�Y�w�%¢����w�T¢����V�«§µ�V�w��¢«¤_�����e�w¬V���O�-���/�T�A¡��«�e�Y�w���M�A�����w�2���¡#����¡#���¾�A*���V�Y�������T¡¹�Y���V�j©O���w�2����®�A�Y�����^�,���w��l�A¡��¾�A����^���2�O�������,¢����w�2¢��Y�A�º�������^¢��2�2¢7� Þ ¿ò���w�w�2���V¥*²³�º���^�,¡2�A���

ôVë



� ��¬A�w�Y��áw¥ å °-���w�/¡��A�^�����Y�^¡¹�Y���V�p�A��������^�����^�A¡�� v æ,�e�|��ªX�e�^�º���%�e�q¥�© ÞAëAë^Ü w¹¥

�ej�/���Y�w�������^�µ���^�V¡#���Y�w���±§¨�(���A����¢ Þ ¿ò���w�w�2���T��§µ�V�w�£¢«¤|�%���w�����Aª��¾�e�^¢«§¨�A�w�£¢«�Y�2ÂO�w�������Y�w���V�w�����_�V�Y����¤w����Y�e�Y�e�����A��Aµ���|�e��µ¡#���Y¡���� v 1
22π
w����»¡#�Y�2�e�����pªX�e�w��®�A�£¢>¥/���w�£��ª«�A�w��®�A�£¢�£�¾¡2�e�����T¢����^���w�Y��Â±�T¡¹�Y���V�����^�A¡��v

P3 w¹¥=²³�«¡#�A�O�Y�Y�V�±�=§����Y�(�Y�w���w����Â±�2¡#�����A�¨�w���A�w�A©n�Y�w���w�Y��Â±�2¡#�����A�¨���^�V¡#�¨���=�V�������O�Y�A¤w���A¥*���^�¨�^����Â±�2¡¹�Y���V�µ���^�A¡��v �A������¡��A�����2¢´�����������Y��¡X���^�A¡���w��^�V�,�eC�Y��� ¤|�2���0¡��A�����2¢´ª«�A�Y�«�^���Y�w�Y�A�-�A��ª«�A�Y�«����ª«�w���«�Y�w��� �Y�w��á�¿³���w�w���Y����Y������*¤_�2¡��A�^���¾�Y�w��á�¿³���^�w���Y�%�G���A�£�����T�¨ z�^¡#���£¢2\ �¨�|�Y���¨�_�V�����^���e���A¥- M�^¡#����¢)\ �¨�^�������_�V�����^���e���,¡��e�7¤_���Y�2�V¢p�V�
Å �±§µ���|�V���O����¢��#�^�^�/�������w�¹Æ¹©�§��w�£¡��º�£�����Y�w�,���p�Y�w�� z�^¡����£¢��2�A�����^�V¡#�V©O¤^�����w�e�����º���w�/���w�w�2���£¡��A�9���^�V¡#� v �V�
�w�£�e�w��w¹¥-���w�Y�A�w¬V�(�±§¨�/�e�O�Y���_��¢w�e�|�|�V���O�Y�M�e�X�����^�w�����%�Aª«�A�w�O�M�A9�����w�2� v ¬A�Y�2�e�M¡#���Y¡����T��w�¡2�e�X¤_�%¢����n§��j©e����¯V�
ª«���Y��¢w���A�^�¨�A�º���w�, M�A���Y�)\ �����w��l�A¡��A¥=²³�p�Y�w���w�Y��Â±�2¡#�����A�����^�V¡#�¾�±§µ�«�e�O�Y���_��¢w�e�>�_�A���O�Y���e�Y�¾�£¢��2�V�Y���|�2¢7§����Y�
�2�V¡��º�A���w�2�2©G�Y�w���Y�#®�V�������V���Y�X�±§¨���_�A���O�Y��¢����^�w�/�«�����w¬V���,�����^�A¥
56%�_Ú,�R��� � Ø��Ø	)B7GÙ���Ø ×
���w�¾�����Aª«�#�Y����¬A�Y�A�^�^�z�A>���w���A�Y���2�O�Y���Y���V��¿ò�w���T���2���G���w¬,���Gª«ª«�#���Y���2�µ�e>���^�%¸z�£���Y�A�w�£¡%���A����¢^�µ�A�����Y���£���Y�2¢��Y�
���T���������£�������A�|�z�e>�Y�w�¾���w�w�2���£¡��A�^�w�£�e�^��¤G� v ���2ª«��¿�w³�Y��¬V�w���A�z�_�A���O�^�2¢��Y�A�^�2¥����w�¾áe¿ò���w�w�2����¡2�e�X¤_�%�Y�2�Y���2���£���Y�2¢
¤G� Þ�â ��¡¹���e�w�T¢����V�^�2© âV÷ ���Y�w�^¡2�����T¢´¡��w¤_�2���V� ÜnÞeë ¢���¢��2¡2�e�w�T¢��Y�A�^�2¥����w�X�V�w�_�V�����Y��l�V¡#�T���A���«�£¢����O�Y���^�T¢��C�Y�����A�w�w�Y�A�w�Y���e�������A�Y�e�����A� v �^¬A�^����áw¥ ÷ ©G���e¤w���/áw¥ ã w#¥¶�¢���¢��2¡2�e�w�T¢��Y�A�¨���^�V¡#�7�����w�Y�A�_�V���2¢0¤G� ä �wª«���^�#�«�#���e�q¥ v ÞeëVë á�w�¤_�2¡��A�^���º����¡��e�½�#Ã��w�£�e���ï�Y�w�»����§ÂO�^�A¢w���w�_�A�����e�^¢º��¡¹�Y�w�|�V�������7���w�,ñÐß¶%¸Ð¢w������®���Vª!���^�/Ý¨ßuõ v ���������2¡#�����A� Ü ¥ ã ¥ å w#¥

À��Oª«ª«�#�Y���7æ����V�w� ø¾�Y¢w��� � �w�^¢w�Aª«���O�Y�A�jÈ%�Vª«�A���
Td

Þ�â �G¡#�Y�A�w�2¢��Y�A�
Oh

âV÷ �Y���w�|¡����Y�2¢»¡#�^¤|�
Ih

ÜTÞAë ¢���¢��T¡��e�^�2¢��Y�A�
�=�e¤w����áw¥ ã °-���w�����w�Y��� v ���2ª«��¿�w³�Y��¬V�w���A�¨®�w�^¢w�Aª��2�O�Y�e�j¢w�AªX�e���^�2¥

xzyr{��7� � yu�������4��~ x���{�ßG� Å ~���y � ����Ë Å ��� x��Í{ Ê �a������yu�������+��~
� ��¬A�w�Y��áw¥ ÷ °-���w�����^���2� v ����ª«��¿�w³�Y��¬V�w�£�e�µ®�w�^¢w�Aª��2�O�Y�e�*¢��AªX�e���^� v Ýµ�O��w¹¥
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ä¶¢4¸<¢4ä mÐ´[�i¨)¼��i3²Í§�¦
���w�/�G�G�_���Y¤|�V���£¡,ª(�w�����=¡#�V�w�w�2¡#���T¢ºªX�A�w��®�V��¢^���e�Y���w�e�¾�A�#��®�^�����7¡����V�������^�2¢>¥¨���w����¯A���Y�w�(���w�w���Y�£¡��e�>ªX�A�w��¿
®�A�£¢w�2©O���w�,�G�G�|�2��¤_�A����¡%ªX�e�w��®�A�£¢w�¨�^�n�A���(����§¨���¨����ª«�������7�A�V���^ª��¾���|�±�Y�2�A¢p�e*�A�p�w�^�|�2������ª«���T¥z���w���¨����§µ�2�
����ª«���«�£����ª«�_�A���Y�e�O�T©z¤|�T¡��A�^���º���X¢��������Yª«���^�2��§��^�������^�ºª«���w��ª��wªà����Ä2�p�£��§��w��¡��c�A�w�«�G������¤w���º�w�w���A�2�Y���ª(�|�±���^�n�V� v ���¼���2��ªX���e�¡#�w�Y�����Y�w���«���A¢�����w���� �A��¢����¾���»���#�(�e�G����Á_�T¡¹�Y�,�A¨�7�_�V�Y����¤w����ª��w�����z¡#�V�w�w�T¡¹���T¢
�G�G�|�2��¤_�A����¡,���^�A¡��,¤|�/¢������T¡¹�Y�A¤w���A¥
²³�����w��¤_��¬A���w�w���w¬,�e|���w� ÞAë �Y��¡#�2�O���w�Y���A�w���(���A�2���,®�2§½¡����O���T¢/�G�G�|�2��¤_�A����¡�áe¿qªX�e�^��®�V��¢w�=§¨���Y�µ¯G�w��§���©¤w�������X���w�¾���V�±� ãeë �V�2�A�Y�z�/���A�µª«�A�Y��§¨���Y��®�A�w�|¢>¥-²³�X���^� Ü2éGå�ë \ �z���G�w�������A�����w��§¨�2¢��Y�^���¨ª��O�±��¡#���V���2¢Xáe¿ªX�e�w��®�A�£¢w�z�V¢�ª«���M���G�G�|�2��¤_�A���£¡�¬A���Vª«�#���Y�A¥=���w����¯A�����^� · ���Máe¿qªX�e�^��®�V��¢w�2©A�A���w�G�G�_���Y¤|�V���£¡�á�¿òª«�A�w��®�A�£¢w�-�e�Y�

�Y��¬V��¢>¥����^���Y�����¾�A�w��� Ü ¢���¬V���2���e�®�Y���2¢w�Aª»©^�Y�w�(¡��w�����e���w�Y�/���A¢����^�2¥�¶%�����^©_�w���G�G�_���Y¤|�V���£¡/á�¿òªX�e�w��®�A�£¢7���¬A���A¤|�e�����X�w�Vª«�A¬A�2�w���V�^�2©V�Y�w��®�w�^¢w�Aª«���O�Y�A��¢��AªX�A���7�e��§¨�n����¢����_���|¢w���A�º���^���_�V���������A�7�e�������¤^�A���,�|�V���O�2¥
 z�V���Y�´�|�w���Y�»¬A�Y�A�w�ï¡2�e�c��¡2¡#�w�«�A�(���w�»���Oª«ª«�#�Y���0¬V���V�w�ï�A%�´¡����O���T¢0�G�O�_���Y¤_�A����¡ºá�¿òª«�A�w��®�A�£¢>©z���´���^�
�_�V�Y����¤w�����������2���A���,���|¢����T���2¥
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É ÊÌÒÌË [<Z Í ÊÏÎ ÊÏÐ�ÊÏÑªÒ Ó � �ÖÒ ÏÕU����öÍ*[�ÊÌË�� Ð

T Ë ÎYU*[�ËÎÍ

²³��Y�w�«���V�±�,¢��2¡2�A¢��T�,�����e�,�eµ�Y�2���2�A�Y¡��»�^�V��¤|�2���´¢w�2¢��£¡��e���2¢����§��e��¢w��¢��#�Y���Yª����w���w¬7§��w�#�Y�w����§µ�������V�����
�ª��w������¡#�V�w�w�2¡#���T¢0�w�w���A�2�Y���A©-�e�|¢ï��¾���|©����½§��^����¯O���^¢c�e�ª(�^���Y��¡��A�w�^�2¡¹�Y�2¢0�^�w���V�������V¥¼¦%���Y�p§¨�p§������
¢��T��¡�����¤|�(�n�A�����A�|��ª«�#���^�G¢^�%§��w�£¡���§¨���Y���w���V�|�O���T¢º���p����®�2�%§��w�����w�2�����^�����^���V���������£��ª��w���Y�=¡��A�w�^�2¡¹�Y�2¢>¥
¶����=���T¡��w�w�£ÂV�^�2���e�Y�(¤^�V���T¢��A���Y�w���w�����^¡����w���/�Y�^���,��µ��ª��w���Y�-¡#�A�^�w�2¡#���2¢u�w�w���A�2�Y���/�£�¾��ªX�e���=�2�w�A�^¬A���A�^�
���w�A�w�£¢Ð�����¼���e�Y���V�^�p¡��A�w���2�º�e/�Y�w� ���Aª��u®�2�e���w�Y�2�2¥'À��^¡��Ð®�T�����^���T�pª«��¬A�O�7¤_� ¡#�A�|¡#�Y�#���u�A¤GÂ±�T¡¹�Y�º����¯V�
¬V�A���eÃ����T�%�V�,¡����|�±�Y�����¾�Aµ¬O�e�£��Ã����T��¥�¶��Y¬A�^�A¤w���»�Y�w�«¤|�T�±�/¡2�e�^¢��£¢w�e����®�A��¢������2¡#�����A�¼���,�AÁ_�2���T¢¤G��®�T�����^���T�
�A�º���^�/���w��l�A¡��,�e*�£�A���%�Y¡��������2�����w¬^¥
ñ¼�ºªX�e¯V�º�´¢����������^¡#�����A�D¤|���±§µ�2��� Þ ¿ò¢w��ª«���|�����A�^�A�µ�A�^¢cáe¿ò¢���ª«���^�����A�^�A�Mª«�#�Y�w��¢w��¥0²³� �A¢^¢����Y���V�j©-§¨�¢��£�±�Y���^¬A�w�£����¤_�#�±§¨���2�u���Y���Y�������£¡��A���e�|¢¡#�V�^¡#�Y�#�Y��ª������w��¢w�2¥����w� Þ È`ª«�����w��¢w�¾�A�w���»¢��2�A��§������»���^�«Ý¨ßõv §��^��¡�������� Þ ¢���ª«���^�����V�^�e�G���w��l�V¡#��wj�e�|¢����^�¨áVÈ½ª«�����w��¢w�=§������(�2�A�2���O���^���w¬����^�e�a\ �=¡����O���2�*¤G�V©e¢��������Y��¤w�����T¢���¼á»¢���ª«���^�����V�^�2¥«Ýµ�A�|¡#�Y�#����ª«�#�Y�w��¢w�����Y�����»�£¢����O�Y��®�¬V�w�V����¡#�A�^���T�,�e¨¢w���Y¡#�Y�#�Y�����A�w��¡#�T��©>����¯A�«�e�w�A���w�2�

¡#�V�G�ï�e¾���w�´æ,�A���eÃ��A¥ÐÀO�Y�e���£�±�Y��¡2�e��ª«�#�Y�w��¢w�X�^������Y���Y�������£¡���®�Y�Aªî� ���A��¬V�º�G�wª�¤|�2�X�e����V�w�Y¡��2����� �|�^¢
���G�£¢����|¡#��®�A�/�7ª(�^���Y�M¡#�V�w�w�2¡#���T¢´���^�A¡��A¥X¶'�Y���G���2§ �Aµ�2�A������������2ª��w�Y�,�Y�»¢w�#���T¡¹���Y�w�«���V�|�V���V¬A���e¨���^�
���^���V�������,�£��¬A���A���7¤G� ä �^ª����w���%�e�^¢»ð��V�w¯A�2ª«� v ÜTéAéVé w¹¥
���w�º�w��§ ª«�#�Y�w��¢0§¨�º�e�^�w���¼���ï���^�p�w�9¡#�Vª����w¬¼¡��^�e���Y�����/�£�(¤|�A���2¢ �A�½�±�������£�����£¡��e�¨�e�^�A�������2�(�e����^�¡#�O��ª«�£¡�ª��£¡#�Y��§��n�A�%¤|�A¡�¯G¬A�Y�A�w�|¢X§����Y�7���w���^�����e=ª(�w�������_�A�����A�2¡#���V�Y�2¥

�6`a_  	� lmg�öE÷3h½ùÓf,ùÀnoùÓf� Eg��Èd"!�!# Eg�d2f b £Eöqf7cröÈs
²³� �0ª��w������¡#�V�w�w�2¡#���T¢ �w�w���A����������V���Y�½�V¤GÂ±�2¡#�º¡��A�Ð¤|�¼���2���Ð�����V�����e���Y��ª«�2�º��/���w�´�w�w���A�2�Y����£�p��ª«�A���
���^�A�w¬V�j¥*²ò>�Y�w�%���A¢w���^�M�e>�Y�w�%�G�£����¤w�����w�w���A�2�Y�������µ�£�e�Y¬A���z���^�A�«���w�¾�Y�V¢����|�z�e>�Y�w�%���^�Y¡#�Y��¤_�2¢X���w�w�2���%�e>���^�
®�w�^¢^�eª«���O�Y�A�M¢��Vª«�A��� v

rin
w¾���w�2���X�A���X�����A�2�Y�A�-���T¡¹�����A�|�,�e����^�V¡#�����|���(�e�Y�X���/���2�V�±�,�±§¨�º�Y��ª«�T��§����Y�w���

�A�^�M�G������¤w���%�Y�A�w¬A�V¥-ø¾¤GÂ±�T¡¹���z���X���w�O���¾���T¡¹�����A�|�zª«��¬V�O�µ¤_�¾¢������2¡#�Y�A¤w�����±§���¡��A¥ ä �V¡��w��Ø2Ä���¿òð��2���A�^¢ ä �^ª����w���
ä �V¡��w�ÙØ�Ä���¿òð���� �e�^¢ ä �wª«���^�#� v Ü2éVéVã w�¢��2�Y¡#�Y��¤|�p�����V�����e�µª������w��¢w�(��� ¢������2¡#�(�Y�w�p�Y�A�_�A���A¬V�´�^�����w¬u¬V�w�V�����ª«�A¬A�T��¥
ÀG���^¡#���Y�w�2���«�A¤GÂ±�T¡¹�Y��¡2�e�´�#Ã������/�������e�Y���V�^�,¢��£�±���e�^¡��2���e�|¢´¢����Y�2¡¹�Y���V�^�����¼�Y�w�X��¯G���Y�w���Y�X�e�Y��¡������Y�e���

¡#�Y�������Y�£�/�Y�^�����Y�w���A¤GÂ±�T¡¹���¨���^�e�%�e�Y�,�����|¢����T¢7�^�n�A�¾���«ª«�����2¥M���w�,�V¤GÂ±�2¡#�Y�����w�A�w�£¢
• �w�e�����V�A���A�,����¬A�^���|¡2�e�O���������V���µ���w�/�A¬A�,�e*���w���w�^���V�������V©

• ¤|�/¢������T¡¹�Y�A¤w�����^�º�Y�«�A���Y���w��¬A�7�Y�2¢w���w��C�����»���V���Y��¢������T¡¹�����A��©

• ��ª«�����£���e���Y�A�^��¡2�e�����V©

• �^�n�A���w�2�A��Ä��2�������w�Y����¿ò¢w��ª«���|�����A�^�A�9�|�T¡#�w�����A���A�2����¡#���±�A¥
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È¾�w�%�Y�/�Y�w�2���¾¡��A�^�������e���O�Y�z�������Ml�e�M®���Vª �Y�����G���A�^�Y�/�^�|¢�¬A�G��¢X¡��A�^¢��£¢w���Y�2�2¥-ß��V���M�A¤�Â±�2¡¹���M�2�A�V���V���Y�A�w�£¢����
���½�Y��ª«���V�����G�A¯c¢w��Á9���Y���O�X®�Y�Aªà¢���Á9���Y���O�p�e�w¬V���T� v �A¥ ¬^¥ ÂO�^�V���A�Y�uw¹¥ ���w�£�X���«�T���_�2¡����A�����0�Y���w�»®�V�X�w�A�w¿
���Y���Y�������£¡��A�|ª«�����w��¢w�2¥� -Ãw�eª«�w���2�µ�e*�����^¢w���T�M�Aj�w�A��¿³���Y���Y�������£¡��A�^�Y�2���2�A�Y¡��«���^¡#���^¢��¾���w�,���2�e��¡���®�A�¨�A�w�¨��§��
¬V�A���eÃ��7�V���ºÂO�^�A�Y�e�T©>¢��#�Y�2¡¹�Y���V�u�Aµ¡#�V�w���T�%�Az���^�XÝµ�Vª«�7¡#���^�����2���A�^¢�2�A���´ª(�w�������w�������^���Y�A�^¡#�T�¾�AM�£�e�Y¬A�
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�£�A���%��¡2�����Y���Y���^¬Ôð ���w�(�2¢�¬V���e����w�(�O�£����¤w���/���^���V�������V¥µ¶èª��w���Y�*¡��A�w�w�T¡¹�Y�2¢7�w�w���A�2�Y������Á9�2¡¹�����Y�w�(¡#�O��ª«�£¡
ª«��¡�����§��n�A�¾¤^�A¡�¯G¬V���V�w�^¢X�������w¤w������¤w����ª«�2�V���w���e¤^����§¨�n���2¥
²ò>���^�¾���A¢����^�µ�ej�Y�w�¾���w��l�A¡��%�e*���V�±����¡2�����Y���Y���^¬/���¨�£�e�Y¬A�2�-���^�A���Y�w�¾���w�w�2�µ���A¢w���^�µ�e>�Y�w�¾®�w�^¢w�Aª��2�O�Y�e�

¢��Vª«�A��� v
rin
w����^��� ���^�p���^��l�V¡#�«�e��£�A���(��¡2�����Y���Y���^¬7§������M���V�Y�������T¡¹���,§����Y�0�������2��±¥»���w�£��ª«�2�e�|�,���^�e�/���^�

���2ª«�|�2�Y�e���w�Y�µ�A_¡������Y�e�����|�V���O�Y�=�V�(�Y�w�%Ý¨ßõï�e�Y�µ���w���Y�eª«���A�*���w�¨�Y��ª«�|�2�Y�e���w�Y���e9¡#�����Y�A�����e�Y�w�����_�A���V����©
¤_�2¡��A�^���/�w�G�����£¡��A�������Y�w���A���,�Y�w�(�Y�eª«�(���#�%�A��_�A���O�Y�¾������^�V¡#�A¥����w�/l�A¡¹�¾���^�e�¾�e�����A����w�«À ä À7�£�¾�e�����^��Y�eª«�(¢��£�±���e�^¡�� v

rSLS
w��A�Y���w���T�����|�����e�G�º¬V�w�V���%��ªX�e¬A�T��§������=¤|���e-�Y�w���Y�eª«�(�A¬A�V©w���^���Y�#®�A�Y���Y�w���Y�(§������

¤_�¾�w��¢���Á_�2���2�^¡#�����p���A�V���w�����A���w�^����¯A�¾§����Y�ºáAÈ\¡��A�^¡���������ª«�#�Y�w��¢w�2¥z���w���µ§������9���^���A��¬V�����w���_�V�Y����¤w�������±�«�e
¢������2¡#�����w¬«���^��ªù����¬A�w���|¡��A�O�����A¥
���w���w�A��¿³���Y���Y�������£¡��A�*¡�����¡#���/ª«�#�Y�w��¢����Y���2�%���º¢w�#���T¡¹�¾���w�T����¬A�w�O�±����ªX�e¬V�2� v §��w�£¡��u�e�Y�(¡�����¡#���2�%���¼áAÈÒw

¢������T¡¹�Y���V¥

þ Û®�����4G�
���w�����O���������2¡¹�Y���V�º�A*�Y�w�/�£�A���%��¡2���������Y���w¬X���w��l�A¡��,�����X¡�����¡#���A¥z���^���¾¡#���Y¡�����¡��A�»¤|�/�����2�º®�Y�Aªù¤|�A��������¢��T��©
�e�|¢½§����������^���Y�#®�A�Y��e�^�|�T�e�X��� �±§µ�ï¢����Y�2¡¹�Y���V�^�«�A� �Y�w�¼Ý¨ßõ�¥z²³� �^�����^¡#���w�����A�w�¡2�e� �Y¡��e�D�Y�w�¼Ý¨ßõ
®�A�����^¡�� �£¢����O�Y��¡2�e�M¡�����¡#���2�/�A�^¢´®���Vª��Y�w���Y�X���T¡#�V�^�±�Y���|¡¹�����^�X�����Aª«�#�Y�����2�����^�e��¢��#�|�w�«���w��®�w�^¢w�Aª��2�O�Y�e�
¢��Vª«�A����¥

ôOã



1

A

β
α

2

B
α

3

� ��¬V�w�Y� â ¥ Þ °7���w�����w��l�A¡#�»�A¾�£�A���«�Y¡��e�����2�����w¬¼��� � Þ ¢���ª«�2�^�����A�|�e�¨���V���V��¢w�A���w�w���A�������A¥½���^��A¤|���2���V�����£�/���0���w�º��ªX�e���M¤^����§��ï¡�����¡#���2�2¥����w�p���w��l�V¡#���A����V�±���Y¡��e���Y���Y���w¬»®�V�/�±§¨���e��Y�w��ª
�£�/���^��§��¼�V�����w��¬V���2��� ¡#���Y¡����V¥�¶¨�/�±§¨�7�^���V¡#�2���Y�w��¬V���2��� ¡#���Y¡����T�,���O���2�Y���2¡#�2©=���/�_�A���V� Ü �A�^¢Þ ¥����w�X�V¤^�����Y�A���/�e�

B
�����T�/����|�A� Ü ���½¢����Y�2¡#�����A�

α
©=�Y�w���A¤|���2���V���/�����|�V���O�

A
�����T���������

¢������T¡¹�Y���V�
β
¥�õ¨���¨�����^¡#���Y�w��¤_�e�Y�X�A¤^�����Y�A�2�Y�=�e�Y�����w�¾���Aª��V©����^���A¤^�����Y�A�2�z���2�2���_�A���O� Ü ���X¤_�e�Y�¢������T¡¹�����A�|��¥-²³�»á«¢���ª«�2�^�����A�|�����w�T���,�_�A���O�Y��§������>¤_�/¡#����¡#���2�2¥

� ��¬V�w�Y� â ¥ áw°-���w�£�µ�^¬A�^���¾���µ���^��á�¢���ª��2�^�����V�^�e�9�e�^�A���V¬(�Aj�^¬A�^��� v â ¥ Þ w#¥�²³�^�±�Y�2�V¢��e��±§µ��¡#���Y¡����T��e-�£�A���%��¡2���������Y���w¬^©w§¨���^�n�V���^���Y�/á����^�w���Y�2���A��£�A���%�Y¡��������2�����w¬^¥¨���w�/�V¤^���2���V��� v �|��w��£�����»���^�
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�Y��¬V�V���^�A�^¢7���£¢���§�������¡��A�O�Y�A���p���2��ªX���A*����§µ�2�

`
©�¤^���%¤_�2¡��A�^���¾�Y�w��Ý¨ßõ �£�����Y�2�e�9�V�2¡¹�Y�A���^�2��¢º�������2¥� �V�����w�X�w�Y�G�e¨�e â ¥ ô �e�|¢u®�^���M¡��A�G�A�2�Y�����A���e¨���^�

a`m
§¨���Y�#®�2�,���uÝµ�A�w�-���(�e�q¥ v ÞAëAëeâ w¹¥«í����YÄ��A�^¢ñ¼����¯�� v ÞeëVëeâ w�¬V���V���,ªX�����^��ªX���Y��¡2�e������ª��V�����Y��¬A�A�Y�A�|�*�_�A���G�w�Aª«�£�e�w���O���2���w�Y�#�����Y���V���A>ª(�w�������|�V���%�A�2¡#���V�Y�2¥

a>¢lk<¢4ä :Ð§��i3²�¨
���^�e�%���^��¢��T¡#�Vª��_�V���������A�����2ÂO�^�e�����A� â ¥ ô �����_�V�Y����¤w���/®�A�%���w�«¢����|�V���«¡��A��¤|���2�V�������»�����2�j¥,���w��¢����_�A���¢������T¡¹�Y����¢����^�w�����A�T¡¹���V�µ���»���^�V¡#�V©G�A���V�w¬����w��¢������T¡¹�Y���V�p���º§��w�£¡��º���w��¢����|�V���,�����T��¥-���w��¢����Y�2¡¹�Y���V�p�A����^�
¢����|�V���/¡2�e�7¤|������®�2���Y�2¢p®���Vª ���^�/¢����Y�2¡#�����A�^��¡��A�Y���T���_�A�|¢����^¬/���«�Y�w�

` = 1
���w�^���Y��¡2�e�>�^�A��ª«�A�^��¡2��°

Y1,0 → ẑ
©

Y1,±1 → ∓ 1√
2

(x̂ ± iŷ) .
v â ¥ å w

� �V�������T�e�>���e���w�2¢7¢��2�^�����±���|���£¢
v1,1 �£��¬V���V���7¤O�

v1,1 =




−
√

2a /101,1√
2a 2 31,1

a1,0
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�e�|¢
A1 = |v| ¥²³��l�V¡¹�%�Y�w��¢w���_�A���(�������^�XÝ¨ßõb�£�%ª«�O�±�Y���»¡��A�^���T¢�¤G�p�Y�w��ª��A�����A���A-���w�� M�e������¥%ñ ������Y�2���|�T¡¹���e

���^�(���^��l�V¡#�/�A��£�A���¾�Y¡��e�����2�����w¬X§¨�,�����n�A�2�j§����Y��e¤_�A��� ôAëAë ¯Gª � ��©^§��w��¡����Y�2���w���Y�����u� v �e�w�^�A���2�O�uw�¢����_�A������ ���w�7Ý¨ßuõ §��w�£¡��0�£�/�A��¢��2�Y�,�A�ªX�A¬A�w�����^¢w�X�w��¬V�w���/���w�2�0���w�p�w����ª«�A��¢��£�e�z¢����|�V���V¥����w���Y�#®�V���X§¨���e�Y�
�w�^�A¤w���¾�Y�����2�����w���w�Y��ª��V�Y¢w���A�9¢w���_�A�������7�Y�w��Ý¨ßõÐ�e�%�e���R¥
a>¢lk<¢ba tÓ©Gº,©�§Í¯�©�§Í¦2¯
²³�«���^���M���w�T���£�z§¨��§������_¢��2¡��Aª«�_�V���%����ª(�^���e���2¢�Ý¨ßõ��M�e>ª(�w�����9¡#�V�w�w�T¡¹���T¢X���|�A¡#�T�-���V�Y�/ª(�^���Y���_�A���%�V�2¡¹�Y�A���
�e�|¢X���^������¢w���Y�2¡#�����A�^�A�9¢w���_���^¢��2�^¡#�X�A�§������>¤_�¾���G�A�T�±�Y��¬O�����T¢>¥ ñ´���^�n�A�¾�^���2¢X�Y�w�����Aª«�w����¡#��¢��¾®���VªùÝµ�A�w�
�#�%�A�R¥ v ÞeëVëeâ wM®�V�����w�/¡��Aª«�w�����������A�7�e=���^��ª(�w�������|�V�����V�2¡#���A���2¥-Ýµ�Vª��|�e�Y���w¬��A�^������ª(�w�£���Y�2¢7�Y�2���w������§����Y��w�G�����£¡��A�MÝ¨ßõè¢w�����7ª���¬A�O�,¬A���A�«�e�´���^¢w��¡2�������A�¼§��w�����w�2��§¨�«�����A�����¼�ºª(�w�����z¡��A�w�^�2¡¹�Y�2¢´�w�w���A�2�Y�����A�^¢
§��w�£¡��º�V�w������ª���¬A�O��¤_�A¥
���w��ñÐß¶�¸Ð¢^���Y���^�V�µ¤_���2��¢��2¡��Aª«�|�O���T¢����O���«ª(�w�������_�A�����V�2¡#���A���µ¤O�»Ýµ�A�w�9�#���A�R¥ v ÞeëAëAâ wµ�e�^¢»Ýµ�A�w��#���A�R¥ v ÞAëAëVã w¹¥ï���w�2�����^�|¢����^¬V�«�e�Y���Y�^���«���^�º����§!ª(�^���Y���_�A���»�A�2¡#���V�Y� v

` = 2
�A�^¢

` = 3
w��e����¬A�c§������

�2�V¡���e�Y�w���T©>���,�2�A�2�u���^��§��¾�A�´�e����¬A�wª«���O�,§����Y�u�Y�w���w���A�w���ez�Y�w�X���V���A�������±�Y��ª»©>§��w�£¡��u�£�����Y�e���£�±�Y��¡2�e�����
����®�2�V����¤w���/®�A���±���e�^¢^�e��¢�¡#�V��ª«�A���A¬V�A¥����w�2�����e�w�_�2�A�Y���Y�p¤_�����w����®���Y���T¢�¢������T¡¹�����A�u�����Y�w�«Ý¨ßuõ¾©_§��w�£¡��
ª«�2�A�^�������£���A�w�£���A���Y�A�w�£¡e¥,²³� �pª��w���Y�-¡#�A�^�w�2¡#���2¢´���|�A¡#�����^���,�£�¾���7¤|�«�#Ã��_�2¡#���2¢j¥�ø¾�´�º�w�w���A�2�Y�Y�e����¡2�e���
���^�¾�w�^���V���������£�µ�w�e�������e�Y���V�w�£¡�¤w�����^�A�µ�w�Y�#®�2���Y�2¢X¢����Y�2¡¹�Y���V�j©O�A¥ ¬^¥-���Y�A�Y�A�£¢w�e�|�w�w���A���������^�A�¨á/ªX��Â±�A�µ�eÃ��2�2¥²ò���£���w�e���w�^����¯A�2���X�Y�^�����Y�w������§ ª(�^���Y���_�A�����A�T¡¹���V�Y���A����¬A�7§����Y�»�A���|�2���_���|¢���¡��w�£�e�����«�Y�w�2���/¢������T¡¹�Y���V�^��¥
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²³�X�Y�w����¡��^�A�����2�M§¨�%§������9¢��T��¡�����¤|�%���w��ªX���Y�w��ªX���Y��¡2�M¤_���^���^¢p�A�w�¨����ª(�^���e�����A�^�2¥=���^�%ª«��¢����9�£�µ�/�±§µ�(�����2�
�w�Y��¡#�2�Y�2°

• È%�T¡#�Aª«�_�V�����Y���V���ew�2��¬V���wª«��¢��2���e��Y�w�Mª��w���Y��¡#�A�^�w�2¡#���2¢����^�V¡#�z���O�����Y�A�Y�A�£¢w�e� v �w�£�e�^�A�uwj����¬A�2�wª«�G¢w�2�2¥
• ¸z����Â±�2¡#�����A�p�A=�^���A�^�e������¬A�2�wª«��¢��2�����O�������w�w���Y�£¡��e�9�2��¬V���wª«��¢��2�2¥

� `a_ lmg�ö±��ù¶h7d,crg�ö=<®ùÓf �mù<ù<öàprceöÈù[�ih ù<crs�ù<ö»nog��Eù<dmf7g d)ø> Èù¶h½cr÷S��p
ð��T���T�e��¡��º�A=�Y�w� · �^¡¹�Y�^���Y���V�^���������w�«Ýµ�V��ª��£¡�ß��£¡#�Y��§¨�n�V��õ¨�V¡�¯G¬A�Y�A�w�^¢ v Ý¨ßõ<w��Y�V¢����e�����A�»���2��ªX���Y��¤_�
���^�(¤_�2���¾§��n�����º���G�V¯�®�A������¬A�|�����^���T���e��Y�w�/�Y�A�_�A���A¬A�º�ez�V�w���w�w���A�2�Y��� v ���2�(���T¡¹�Y���V� â ¥ â w¹¥¾���w��Ý�ø�õ¨ �e�|¢(ñÐß¶%¸0¢w�����%�^�V�-�%�^��¬V���Y�2���A���������A��©��A�#�-�����A�2�Y�A�O�e���Y��ª«���Y�-���,¢��#�Y�2¡¹�-�Y�Y�V¡#�T�*�Aw���V�|�V���V¬A���^�n�V�µ¤_���2�
������e���j¥%���w�£�%ª«��¬A�O�%¤_��¤_�2¡2�e�^�����Y�w���n���e���£�e¤w����Ý¨ßõ\¢w�����������������e�Y�/�w�A�¾¬A�G��¢»���^�A�w¬V�j¥�ñ´��ªX�n�7�A�����
�w�A�¾�^�n�V�/��¬A�G��¢»�£¢��2�X�Az§��^���¾§µ���e�Y�����G�A¯G���w¬X®�V�¾�e�|¢>©^�|�^�e�����V©^�Y�w�����O���2�^¢��T¢��#Á9�2¡#�Y���e�Y�,���º��ªX�e���j�Y�
ª«�2�V���w�Y�A¥µ z�G��¢w���^¡��/���¾�A¡2¡#�wª��w���e�����w¬«���|�������^���Y�/���¾�±�Y�����*�«���e�¾�e=®�A�Y��¬A�Y�A�^�^¢p�^�A�£�������»���w��¢w�����w¥�ß��A�Y�
¢����^�w�����/¡#�V�^¡#���^�����V�^�¨ªX�n���^�n�A�,�^�n�V�%�Y�X§¨�A����®�V�����w��¸ ä ¶ ü Ý¨í �Y���Y���������������X¤_���£�e�w�^¡��^�2¢>¥²ò�%�£���^���#®�^���Y�p¢��#�Y���Yª«���w�(�w��§è�e�^¢»�w��§bª(�|¡���§µ�/ª«��¬A�O�¾¢������T¡¹�%®�Y�AªÑ�����V�|�V���V¬A�£¡��A������¬A�|�e�j�������^�
Ý¨ßõ�¥�²ò�����¨�^���#®�^�R©^�A�^¢p�A��¬V�^�e¤^���«�w�T¡#�2�Y�Y�e�Y�A©V���^�e��§¨��¡��A�pªX�e¯V���V¡�¡#�^�Y�e���,����ª(�w�£���Y���V�^�µ�e��Y�w�(Ý¨ßõ �����ª(�w�����|¡#�A�^�w�2¡#���2¢��w�^���V�������V¥*¦��2����§¨��¢��2�Y¡#�Y��¤|���w��§D���2�A�����e�G�A^���^� · ���zª��w���Y�^¡#�V�w�w�T¡¹���T¢«���^�V¡#�T�=¡2�e�«¤_�
����ª��w���e���T¢»¤O�»�«ª«�#�Y�w��¢¢����V�����A�_�2¢»¤G�ºð����AÄ��w�2�������¾�e�q¥ v ÞeëVëeâ w#¥µñ¼�(����ª����¾�V�w�����2���V�2�¨�������w�/�V�������O���e¤w���· �e�%ªX�e�w��®�A�£¢w�2¥�¦���§¨���A�2�����w�£�%���2¡��^�w��ÂO�w��¡��e��¤_�/�T�A�������º��ÃG�����|¢��2¢7�Y�p�e����ªX�e�^��®�V��¢w�%��-�Y�w�(�2��¬V���wª«��¢��T�
�e�Y�,¯G�w��§�� v ä ���^�A�^¡2Â��#���A�R¥�© ÞeëVëVÞ w¹¥¶%�����D���2¡#�����A� Þ ¥ áw¥ â ©-§¨�»¢w���w�A���º���w�»ª(�^���Y��¡#�A�^�w�2¡#���2¢½���|�A¡#�

M
�V���¼ÂO�w�e�Y���2�O���A%���^�7�^�w���V�������A�

¡#���V���Y���^¬7���^�A¡��
M̃
¤G�u���w�X�w�V���V�w�Aª��¬A�Y�A�^�

Γ
°

M = M̃/Γ
¥7���w� v �w�Y��ª��V�Y¢w���A�Çw,¢��2�^�����±�u�^���£¢¼�e����w�

�w�w���A�2�Y����¡2�e�´¤|�X¢��T¡#�Aª«�_�V���2¢u���O���7����¬A�2�wª«��¢��2�
ΥΓ

k

�Az���w�XÂO�w�A�������O�,���^�V¡#�A¥����w�2�����2��¬V���wª«��¢��T��®�V��ª
�7���w¤^¬A�Y�A�w�´�ez�Y�w�«¬A�Y�A�w��Aµ�2��¬V���wª«��¢��2���Az���w�X¡����A���Y���w¬º���^�A¡��A©_���^���Y�#®�A�Y�����w�2�����2��¬V���G���e���w�2�¾§������-¤_�
���^���Y�eª«� v −k2 ���u���w� · �e�,¡2�A����w¹¥/���^���,�e�£���pª«�2�A�^���Y�^����§¨��¡2�e�u§��Y�����«�e�G�»����¬A���^ª���¢����ez�Y�w�«ª(�w�����¡#�V�w�w�T¡¹���T¢����|�A¡#�z�V�������w�_���Y�|�O���������A�,�A���¤^�A�����j�ew����¬A�2�wª«��¢��2�>�AG���w�¨����ª«�w���,¡#�V�w�w�T¡¹���T¢����|�A¡#�V©T�A���Y�w�A�^¬A�
���^��������ª«���O�Y���A*�Y�w�£��¤^�A���£���e�Y�¾���»¬A���^�����e�9�w�e���2��¬V���wª«��¢��T�µ�A*�Y�w��ª(�^���Y��¡#�V�w�w�2¡#���T¢º���^�A¡��,�������2��±¥
���w�,�w�Y���|¡#���w���/�V���A�w�������w�T¢»�e¤_���A��§������j¤_�����w��¤|�A�������A*�Y�w���%���T¡¹�����A��¥z���w������¬A�2�wª«�G¢w�2���e=���^�/ª(�w�����

¡#�V�w�w�T¡¹���T¢º���^�V¡#�2�¨§�������¤|��¡��A��¡��w�£�����T¢º�V�������w�_���Y�|�O���������A�7�e*���w���2��¬V���wª«��¢��T�µ�A*�Y�w�����V���^�2¥-���w���Y�2�eC���2����^����§������A¤_�z�Y��§��Y���������/�V�j�����w�|�2���_�V���������A�,�eG���^�M���^�w���Y��¡2�e�e�2��¬V���wª«��¢��T�>�eG���^�z�w�w���A�2�Y�Y�e�e¡����A���Y���w¬����^�V¡#�V¥
���w�T���%¡2�e�«�Y�w����¤_�%�|���T¢�¢������T¡¹���������(¡2�e�£¡#�w�£���Y�����w��Ý¨ßõ�¥Añ¼�%§������9�A�Y���wª«���(���Y���Y��¡%¢����^�����±�(�^�2��¢j©O�q¥ �A¥��
�^�2��¢7§��w�£¡��º�|�A���w�A�����A�V���V�2¢p���º���w�/¡��A�w�����¾�A*�Y��ª«�A¥z���^����ªX�n�X¤_�����2¬V�A�Y¢��T¢p�����e����¢7�A�Y���wª«�������A�»�����^¡��
§¨�(�e�Y�/�A�^����¡#�V�^¡#�2���^�2¢7������w������§èª��w���Y���_�A���2� v

` < 50
w#¥%���w�(�^�O������¡2�e�=��¡2�e���(¡#�V���Y�2���|�V�^¢����w¬����p���w�T���

ª(�^���Y���_�A���2�,�e�Y�/l�A�¾�£�e�Y¬A�2���Y�^�e�´���w���w�V����Ä��V�u���¾���w�X¢��T¡#�A�^�w�����w¬º���_�G¡��¼�e�^¢´�±�Y���������T���£¢������´���w���Y��¬A��ª«�
�e������w�T�e��¬A�Y��§�����¥

å�Ü



k¶¢�¡£¢�¡ ��§�¥�¨)º½¼ ¹ §�³£¨]¥�°±<Á>¨,¯
���w��ª«�V�����^���Y�w���e�>����¬A�2�wª«��¢��,¤^�A�������A=� · �e�%���^�V¡#���e�Y�¾���w���w�£�e�|�e��§��n�A�2�2°

Υk(x) = eikx
v ã ¥ Ü w

§��w�£¡��º�£���w�V��ªX�A����Ä��T¢p�A�2°
∫

R3

Υk(x)Υ∗
k′(x)

d3
x

(2π)3
= δ3(k − k

′)
v ã ¥ Þ w

ñ �w�2���
x
�£���Y�w��áp¢���ª«�2�^�����A�|�e�*¡��G�A��¢����|������¿ò���^�V¡#�,�^�e���eª«�������T©w�^���^�A�����º§��Y�������2��A�

x = (x, y, z)
�e�^¢

k�£�¨���w�/áX¢���ª«���^�����A�^�A�>�w�^�A���#¿³���^�A¡��%�^�A�Y�Aª������2�2©G�^���^�e�����p§��Y���������»�A�
k = (kx, ky, kz)

¥
�%�����w¬(�����^�2�e�µ����¬A�2�wª«�G¢w�2�2©O�A�O�X¡��Aª«�w���#Ã«�^���£¢ v ���|¡#���^¢����w¬/�Y�w�¾�Y�2�A�|�^����ª«�A��¢����A�|¢��2�^�����±���^�2��¢
wµ¡��A��¤_�

§��Y�����������V��°
φ (x, t) =

∫
d3k

(2π)
3
2

φk(t)Υk(x)êk

v ã ¥ á�w
§��w�2���

êk

�£���«¡#�Aª«�w���#Ãº�n�A���£�e¤^���V©O§��^��¡��»�£���^���|�e�����p�«���e�|¢��Aªûæ,�A�^�����£�e�»���e���£�±®�G���w¬
〈êkê?

k′〉 = δD(k − k
′)

v ã ¥ â w
φk(t)

¡��A�º¤_��§��Y���������»�A�
φk(t) = φk(t)eiθk .

v ã ¥ ã w
ÀG���^¡#�¾���^����Ã��|�V�w���O���£�e�_�^�A����¡��A��¤|���A¤^���V��¤_�2¢����O���(���w�,���e�^¢w�Aª'���e�Y���A¤w���

ek

§µ��¡��e�7¡��w�G�V���
φk
�Y��¤_�,�

�Y�2�e�9®�^�^¡¹�Y���V�7�A
k
�A�^���V¥����^����¬V���V�2�¨�Y�������������w���Y�2�A�����±���TÂV�|�������A�
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v ã ¥ Ü á�w
¸z�Y�2�����O�����c§¨�u¡2�e� �A�w���½�����»�Y�w��w�Y��ª��V�Y¢w���A�%¢����|�����±�ï�^�2��¢ ��� ���^�u���^��l�V¡#���e,�£�A���º��¡2���������Y���w¬ v À ä À�w¹¥���w�2����®�A�Y�¾§¨���e�Y���V�w�������O�Y���Y�2�����2¢º���º�Y�w�,�^�2��¢»��� |x| = r = rSLS = x0

¥

φ(Ω) =

∞∑

`=0

∑̀

m=−`

a`mY m
` (Ω)

v ã ¥ Ü�â w

a`m =
(2π)3

V
i`

∑

k

((
Y m∗

` (k̂)
)

j` (kx0) φk êk

) v ã ¥ ÜTã w

k¶¢�¡£¢ba <�°;�1²�¨,°ç¨,¥3©�§Í¥>³��Ô=�i3²�£³�´
²³�»���^�/�w�#ÃG�,���T¡¹�����A�»§¨�(���^�e�����������Y�^���%�2�A�2���º����¬A���^ª���¢����A����w�(¡��Aª«�^�V¡¹�¾���^�A¡�� (

ΥΓ
k

) ¡��A��¤|�/§��Y�������2�
�A���������^�2�e��¡��Aª�¤w���|�������A�7�e=�����w�T�e������¬A�2�wª«��¢��2���A����^���w�w���A�����Y�e�>¡#���V���Y���w¬«���^�A¡��

(Υk)
°

ΥΓ
k =

∑

r

χrΥkr

v ã ¥ Ü2ô w
®�A��¡������Y�A���7���T�e�>���e���w�T���e

χr
¥z���w�

k
�e�Y�,¢��#�^�^�2¢7�^�����w¬X���w�w���Y�A���pª«�e���Y��Ã

M
�V��°

kr = kMr v ã ¥ Ünå w
k0 = k

�A�^¢´¤|�T¡��e�|���
M
���,�w�^�����e�Y�A©��2�A�2���

kr
�|�A�����^�����Aª��«ªX�e¬V�w�����^¢��

k
¥����^�

χr
�e�^¢´ªX���Y����Ã

M§������>¤_��¢��#�Y���Yª����w�T¢p���p�Y�w���w��ÃO�����2¡#�����A�j©O®�A���^��§Ð§µ��§��������V�����wª«�¾���w�2�����#Ã��£�±�������^¡��7�«¢��2¡��Aª«�|�O���������A��¥
���w�£���e������§��µ�|�¨���X§��Y���Y�¾�Y�w�/¢��2�^�����±�X�^�2��¢7�A*�Y�w��ª(�w�����*¡#�A�^�w�2¡#���2¢7���^�A¡��,�V��°

φ(x) =
(2π)3

V

∑

k

ΥΓ
k
(x)φk êk
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���^���£���Vª«�#���Y���2�¾�eµ�A�O� · ����¡#�Aª«�^�V¡¹�,���^�V¡#���e���^�������w�2��Y�w�(�Y�A�Y�^�¾®�A�Yª �º���w¤w¬V���V�w��eM���w�������Aª«�����Y���T�
�e%����V���^�2¥u���w�£��ª«�2�e�|�����|���«��������ªX�����^��ªX���Y��¡2�e����� ª(�|¡��0�2�A�������/�Y��^�|¢c�e���¨�|�O������¤^�������Y���T�/�Y�w���c§¨�V�
�w�Y���G���A�^�����X��Ã��|�T¡¹���T¢>¥
k¶¢4¸<¢�¡ ¹ §�³£¨]¥�°±<Á>¨,¯Ù=n�©���¨Mä®���Ô£¼¹p�¯
���w�páe¿ò�*�A�Y�^�,�£���Y�w�pª«�V���(����ª«�w���º¡2�A�����e�^¢ §������M®�w�^¡#�����A�ï�A���»¤^�A���£��®�A�(ª��O�±���e���^���(���^�A¡��2��§¨��§������
���O�V�2������¬V�e���A¥����w�«¬A���^���������V�Y�%�eµ���w�«�w�V���V�w�Aª��7¬V���V�w�u�Aµá�¿q���V���|�¾�A���«á��Y�Y�A�^�����e�����A�^�,���

M = A ©>���^���ª«�2�A�^�¨���^�e�
n = 1

�A��§¨�����j�e�^¢7�e���>���^���2��¬V���wª«��¢��T���w���T¢p�Y��®�w���|���*���2°

eikT = 1
v ã ¥ Þe÷ w

®�A�X�A���
T
¥c���^���«ª«�2�A�^�����^�e�

kT1 = n12π
©
kT2 = n22π

�A�^¢
kT3 = n32π

¥c²³�c¬V���w�2�Y�A�M�Y�w�7���w�Y���
�����e�|���£���Y���V�^�����^�A�7���^�A�Y�A�����������^���_�2¢>°

T1 =




L1x

L1y

L1z


 , T2 =




L2x

L2y

L2z


 , T3 =




L3x

L3y

L3z


 v ã ¥ Þeé w

� ��¬V�w�Y� ã ¥ Ü °¼���w�����^���2�¬A�2�w�������Y�A���«�e,���w�´�w�A���A�^�Aª(�½¬A�Y�A�w� �A��Y�w��Y�A�Y�^�����^�e�Ð�ï�^�e���e��¿���������w���_�2¢>¥
²³�p¬V���w�2�Y�A�^�Y�w�£���^�e���e�����2���2�w���|�T¢X®�A�YªX�µ�(®�w�^¢^�eª«���O�Y�A�j¢��AªX�A���p���^�e�¨�£���w�e����È%�����£¡��w���#��¢��Vª«�A����¥�¶%���

�^�A�Y�A�����������w���_�2¢w�¨¡��A�p¤_�%�Y�Y�A�^�±®�V��ª«�T¢X���»���w�#Ãw�e¬V�A�^�A�^�w�Y�£��ª §��w�£¡��p�£����È¾�����£¡��w���#��¢��AªX�e���j¥zÀG���^¡#�¾���^�2���
�e�Y�(�T�A�����2�%�Y�º�G�£���|�e�������(�Y�w�2����§�������¤|�«�^���2¢>¥�¶ ¡��w¤|�V��¢´�£������ª��^����º�w�#Ãw�A¬A�A�|�e���^���£��ª §������¼�A�^���AM����\ �
�����w¬A���^� ë ¥ � �A������ª«�w���£¡#���±�X§¨�%§������9����ª«�����V�w�����2���V�2�z�^���Y�����«¡#�^¤|�V��¢w���A�^¢X�Y��¬A�^���A�M�w��Ã��A¬A�V�^�e�|�w���£��ª«�µ¤w������^���w�����^¡����w���,§µ�V��¯��µ®�A���A�����^�e���e�����2���2�w���|�T¢w��¥ ä ��ª«���Y���^¬«����¡#�^¤|�V��¢w��§¨�,�^�n�A�V°

T1 =




Lx

0
0


 , T2 =




0
Ly

0


 , T3 =




0
0
Lz


 v ã ¥ á ë w

���^����¬V���V�2�¨�^���A������§¨�2¢
k
���e���w�2���A

k =

(
nx

Lx
,
ny

Ly
,
nz

Lz

)
2π

v ã ¥ á Ü w
 MÂO�^�e�����A� v ã ¥ ÷ wµ¡2�e�7¤|���Y��§��Y�������2�7�V�

φ(x) =
(2π)3

LxLyLz

∑

k

eikxêk

v ã ¥ á Þ w

åAã



ÀG���^¡#�/���w�£���^�V�����p¤|�/�Y�2�A�9®�A�¾���A�2���
x
©|�e�����|�e���Y��§������w���»���^�(���^ªù§������»�Y�w�(�Y�eª«�

k
���w�V�w�£¢7���wª��w�»���

�����T�e�>���e���w���A��§¨�����q°
eikxêk + e−ikxê−k = e−ikxê∗

k
+ eikxê∗−k

v ã ¥ áAá�w
êk = ê∗−k

v ã ¥ á â w
ü �A���,�Y�w�/�e¤_���A�,¤_�2�e���������Y��¯G���w¬�����ª«���£�e�Y���±�X���«�Y�w�/¡#�£�A�Y���£¡��A� � �V�±� � �V�w�Y���2�������e�^��®�A�Yª v �7� �>w#¥|¦���§¨���V���T©���^�(¢��2����¬A���e��Y�w� �½� �Ó��ª«�|�O���T�����Y�%��§��»¡��A�^¢w���Y���V�^���V�º�Y�w�(�A������§µ�T¢7§¨�n�V���V�2¡#���A���2¥µ²³�»�Y�w���¾¡��V���,�Y�w����e�Y���Y�w���Y�eª«�(�V�����w�T������ª«�_�V���2¢�¤G�º���w�(���V�|�V���V¬A�£¡��e�*���^�A�|�V¥�²³�¬A�2�w�����e�j���w�2�7§������*�w�A�%¤_��¡#�Vª«�^���Y��¤w���A©
�e�|¢¼���w���|���X�A�� �½� � §µ�V�w�£¢ ����ª«���/�Y�w�p�Y¡#�V�|���Aµ�Y�w�p����ª��w�£�������A�¼�Y�����V���q¥º²³� �Y�w�X®�V������§����^¬�§µ�X§���������V�Y����¢��|¡#�����w��§b¤^�A���£�¨®�A�����^�/á�¿q���A�Y�^�¨�w�A��¡��Aª«�^�e����¤w���,§������»�Y�w� �7� �,¥
� �0j���_Ø × ���Ó�µØ|��Ú*�
ø¾�w�«¡��A�¼�A�����º¡��w�G�O���«�p�^�#Ãw�e¬V�A�u�V�¾¤|�A���(®�V�¾�Y�w��®�w�^¢w�Aª«���O�Y�A�z¢��AªX�e���j¥(���^���Y�Y�A�^��®�A�Yª«�e�����A�u¡��A�Y����¿
���|�V�^¢����w¬��������w�#Ãw�A¬A�A�|�e�|���A�Y�^���A���

T1 =




L
0
0


 , T2 =




− 1
2L

+
√

3
2 L
0


 , T3 =




− 1
2L

−
√

3
2 L
0


 , T4 =




0
0
Lz


 v ã ¥ á ã w

���w�(�^�Y���¾áp�e����w�T����¡#�Vª(¤w���w�2¢»�Y�2���w���¾�������^�(�w�w���%�Y�Y�A�^��®�A�Yª«�e�����A�j©_���p§µ��¡��e���2����ª«���|����� Ü �e-�Y�w�2���(��§¨��§��e�O�T¥ � �A������§����w¬����^�/���Aª��,�����^���A=�Y�2�V���V�w���w¬��V���e¤_���A�,§µ��¢��2�����A�¾���^�/�e������§¨�2¢º§¨�n�V�%�V�2¡¹�Y�A���
k
°

k =

(
n1

L
,
2n1 − n2√

3L
,
n3

Lz

)
2π

v ã ¥ á ô w
���w���Y�2�����Y��¡#�����A�^�¨�V�

êk

�A�������^�/���Aª��V¥²ò�p�£�X�w�A�p�|�O������¤w���»�Y�ï�^����e�G�ïl�V�±� � �A�^�������«�Y�Y�A�^�±®�V��ª �e��¬A�V�������wªç���c¡2�e�£¡#�w�£���Y�»���w�¼Ý¨ßuõ ®�A�º�
�w�w���A�2�Y���7§����Y�D�´�w�#Ãw�A¬A�A�|�e�¨�w���£��ªç�A�X�u®�w�^¢w�Aª��2�O�Y�e��¢w�AªX�e���c¤_�2¡2�e�^���p�Y�w�»§¨�n�V�p�V�2¡¹�Y�A���

k
�e�Y�º�A���

�����e�|��¡����^¢��2�O�Y�e�q¥-¶ �½� �Ó�w�2�2¢w�������Y���V�^�e�9�2ÂO�w�£¢��£�±���e�O��§¨�n�V�¾�V�2¡#���A���2¥
k¶¢4¸<¢4¸ B p��©�§�¨]¥ª©�¯Ù=n6©s��¨>�Ô£¼°p�¯
ñ¼�¾§������9���w��§ ���^�e���A�G���Aj���w�¾�e�Y�w��� · ����¡#�Vª«�^�A¡#�¨���^�A¡��2�M�A���¾ÂV�^�e�������O�����|�A¡#�T�z�Aj�A�w�¾�ej�Y�w�¾�Y���^���T���2��¿
�Y�e�����A�^�%�e-�Y�w�/�Y�A�Y�^��¥%ñ´��¯O�^��§b¤G�»¡#�V�^�±�Y���|¡¹�����A�»�Y�^�������V���Y�º�£���Vª«�#���Y�7§µ�/�|�n�A�/�£�%¢��£�Y¡#�Y�#�����e�^¢»�^ÃG�T¢
�_�A���V��®���2�A¥¼���w����ª«�2�A�^���Y�^�������w�2���p�#Ã��������A�

n
§��w�£¡��ï�£�/�Y�w�p����§µ�T�±�����O���2¬A�2�/���|���(®�^���^���£�

Mn = A ¥õ¨�´�A�w�w���O���w¬7���^�p�A¡#�����A� �e¨���w�X�£���Aª«�#�Y���
n
�Y��ª«�2�/�A�0�»�|�V���O�

x
©=§µ�X¬V�#�

x + T ′ §��^���Y� T ′ �£�¶Â±�^���(������e�|���£���Y���V�j¥-���w���Y�#®�V�������V���Y�X�����Aª«�#�Y���p�����A�����«�|�2������¢���¡����7���^�e�������e�^�����e�����A�j¥
k¶¢4¸<¢4ä m*º�²�nÞ��p�¼
¥utS��º�¦�¨
���w�»�^�A������w�Y� ���^�V¡#�7���X¡��A�^�����Y�^¡#���2¢½¤G�0���^�7�£���Aª«�#�Y�����2�«�A%���^�»áe¿R�Y�A�Y�^�«�e�^¢D�¼�^�e��%�Y�w�Y�D¡��A�Y¯G�Y¡#�Y��§
ª«�e�Y���V�º���»�^�e��*�Y�w�������w¬A���7�e��A�w�,�e=���^�/��Ã��2�2°

Λ1(x) = (x) +




Lx

0
0


 v ã ¥ á å w

Λ2(x) = (x) +




0
Ly

0


 v ã ¥ á ÷ w

Λ3(x) = (x) +




0
0
Lz


 v ã ¥ á é w

Λ4(x) =




−1 0 0
0 −1 0
0 0 1


 (x) +




0
0

Lz/2


 v ã ¥ âVë w

åeô



ñ¼�,¡2�e�º������ª«���^���Y�
Λ3
�����^¡����������µ�Y�w�/���Aª«���V�

Λ4
�e�w�^�����2¢��±§���¡��A¥-²ò��§µ�V�w�£¢p�e�£����¤_�����w���Y�A¤w���¾��=§¨���^���T¢

�±§��£¡#�����w�,�����w¬A���º®�A���Y�w�,Ä#¿³��Ã��2�2©
L′

z = 2Lz
©w§¨��¡��w�G�O���

Lz
�V�M�Y�w������Ä��,�A����^�,¡����A�2�����w¬/�Y�A�Y�^�¨���7§��w�£¡��

���^�º�£���Vª«�#���Y�¼�����|�2������¢��£¡e¥¼ñ´�7�e�����T�A¢��¼¯G�w��§'§��^���«���w¤|���^�V¡#�º�e · �e������¬A�2�wª«��¢��2���e�Y���w�Y�2�����Y�A�T¢´¤G�
���^�(�^������áX�£���Vª«�#���Y���2�2©|§¨�(�^�n�V�����p�^�^¢u�A����§��w��¡��u�e-���^�2�����e�Y���A�������w�Y�2�����Y�A�T¢7¤O�7�Y�w� â ����£���Aª«�#�Y���V¥ñ¼�/¡��e�º�^�^¢º�Y�w�2���,¤O�7�e�w�^���G���w¬��TÂO�^���Y���V�^� v ã ¥ Þeâ w¨�e�^¢ v ã ¥ ÞVã w#¥����^�/���w¤^¬A�Y�A�w�p���^�e�������w�Y�2�����Y�A�T¢�§��w�2����Y�e�������w¬�®�Y�Aª

Υkx,ky ,kz

v
k = 2π(nx/Lx, ny/Ly, nz/Lz)

w±���
{
Υkx,ky ,kz

, Υ−kx,−ky ,kz

} v ã ¥ â^Ü w
²ò�p���w�A�w�£¢½¤|�»�w�A���2¢c���|���X���^���X���w¤w¬V���V�w�c�£�«���^�»�Y�eª«���A���Y�w����^¤w¬A�Y�A�w�½¬A�2�w�������Y�2¢ï¤G�

Υ−kx,−ky ,kz

¥
¦��2�^¡#��§¨�(ª(�|�±�,¡��w�G�V���/�A�w���ez�Y�w�(�|�e��M�w�£�e�w�T�¾¡����A���Y�2¢7¤G�

kx
�e�|¢

ky
¥,ñ¼��¡��^�O�O���/���^�e�¾�������^���

kx
���

�_�V�����Y���V�A©��A�
kx = 0

�A�^¢
ky
�����_�V���������A�,�A���Y�w�/���_�2¡����A�j¡��V���,§��w�2�7¤_�e�Y�

kx = 0
�A�^¢

ky = 0
¥

 MÂO�^�e�����A� v ã ¥ Þ�â wz�£���e�w�^�����2¢����X¢��#�Y���Yª«���w���Y�w�,�w���T���2���V�2¢X�2���2ª«���O�2¥�ñ �w�2�7¤_�e�Y�
kx 6= 0

�e�|¢
kz 6= 0���^��������ª«���O���£�

ΥΛ
k

= Υkx,ky ,kz
+ (−1)nzΥ−kx,−ky ,kz

,
v ã ¥ âOÞ w

§��w�2�
kz
�£�����V���

ΥΛ
0,0,kz

= 2Υ0,0,kz

v ã ¥ â á�w
�=�e¤w��� v ã ¥ Ü w¨���£�±���¨���w�

χr
���A���w�T��®�A���Y�w���^�A��*���w�Y�����^�V¡#�V¥

r
ë Ü ¡��A�^¢w���Y���V�^�

χr

1√
2

(−1)nz

√
2

®�V�
(nx > 0)Ü ë ®�V�
(nx = ny = 0, nz = 2Z)

�=�e¤^��� ã ¥ Ü °
χr
�n�A���^�2�¨®�A���Y�w���^�A��=���w�Y�����|�A¡#�

²³�ï�V�Y¢��2�����´¤|�7���^���X�Y�w���|���£¢0§������¨¤|�7���T�e�¨�¢���Á_�2���2�V�«¡#�V�^¢��������A�0�£�(�w�2�2¢��T¢ ���|�e�ï���c¡��V���p�e����^�
���V���|��¥-õ¨�p�A¡2¡#�wª��w�£�������w¬X�e���9���2��ªX��§������7���^�/���Aª��

k
���e���w�2���A�^¢º���TÂV�^���Y�%�Y�^�����Y�X¤|���Y�2�A�9§µ��¬V�#�

ê∗kx,kz,kz
= (−1)nz êkx,ky ,−kz

v ã ¥ âAâ w
k¶¢4¸<¢ba B p�º7¼�©%¨]¼´��p�¼
¥utS��º�¦�¨
���w�7ÂV�|�e�������(���w�Y�½���^�V¡#���£�(�V���Y�¼����ª����£�e������Y�w�7�^�e������w�Y�c���^�A¡��A©-��Ã�¡����������^�e�������£�����w�Y�w�T¢ â �Y��ª«�2�¤_�#®�A�Y�(¤_�����w¬»�e����¬V�w�2¢���u���w�X�Y�eª«�(§��n�7�A¬V�A���j¥����w�2����®�A�Y�/§¨���A¢^¢u�pÂO�^�A���Y���¾���w�Y�´¡��A�Y¯���¡����2§Óª«�e�Y���V�
�����Y�w�,���V���^� v §µ�����2�n�V���n§��n�����w�/á��Y�A�Y�^�������Aª«�����Y���T��w#°

Λ4(x) =




0 −1 0
1 0 0
0 0 1


 (x) +




0
0

Lz/4


 v ã ¥ âOã w

���w�£�«��ª«�w�����2�����^�e�
Lx = Ly

¤_�2¡2�e�^���p�Y�w�����£¢��T���|�n�A�º���¼ª«�e�Y¡��D§��w���c���w�7®�w�|¢w�eª«���O���e��¢��Vª«�A���½���
���^���w�T¢0��ÂO�^�e�����2�(¡#���Y¡����V¥ºñ¼�p¡2�e�0�e¬O�e���¼�Y��ª«���V���Y�w�X�Y�w����¢ �£���Vª������Y�®�Y�Aª����w�X�Y�A�Y�^�/�����|¡#�����(�£�����^��Y�eª«���A�z�A�w�w���G���w¬

Λ4
â �Y��ª«�2�2¥�²ò>§µ���A¬V�e�����Y�A¯A�

Υk

�V�z�,������ª«�2�V�µ§µ���������Y�^���z�Y�w���w�Y�2�����Y�A�T¢����w¤w¬V���V�w�
¡#�V���Y�2���_�A�^¢����w¬�§����Y�»�����£�

{
Υkx,ky ,kz

, Υ−ky ,kx,kz
, Υ−kx,−ky ,kz

, Υky ,−kx,kz

} v ã ¥ âVô w
ÀG���^¡#�¾���^�¾¬V���V�w�X�������Gª�ª«�����Y��¡%���

kx
�e�^¢

ky
©G�Y�w�¾¬V���V�w�^�M¬A���^���������T¢«¤G�

Υkx,ky ,kz

�£�µ�A�����(¬V���w�2�Y�e���2¢«¤G�
���^�

Υky ,kx,kz

©����^���Y�#®�A�Y��§µ�����w�A�w�£¢º�#Ãw¡#���^¢��,�Y�w�/���^¤w¬A�Y�A�w�|�µ¬V���w�2�Y�e���T¢�¤G�
Υkx,ky ,kz

§����Y�»�w��¬O�������A�
kx�A�

ky
©^�A�^¢����e¯V�,¡2�e�Y�,§��w���7�^�e�|¢������w¬«�Y�w�/���_�2¡����A�j¡��V���T��§��w���7�������w�2���A�^���A*�Y�w��ªù�A��¤_�e�Y�»�A���

0
¥z���^�

¡#�V���Y�2���_�A�^¢����w¬��w�Y�2�����Y�A�2¢�����¬A���^ª���¢��T���e�Y�
ΥΛ

kx,ky ,kz
= Υkx,ky ,kz

+ inzΥ−ky,kx,kz
+ i2nzΥ−kx,−ky ,kz

+ i3nzΥky ,−kx,kz

v ã ¥ âGå w
åVå



r
ë Ü Þ á ¡��A�^¢��������A�

χr
1
2

inz

2
i2nz

2
i3nz

2

®�V�
(nx ∈ Z+, ny ∈ Za ∪ 0, nz ∈ Z)Ü ë ë ë ®�V�
(nx = ny = 0, nz ∈ 4Z)

�*�A¤w��� ã ¥ Þ °
χr
¡#�G�-�X¡����2�O�Y�¨®�A���Y�w���^�A��=���w�Y�»���^�V¡#�V¥

²³�¼���w�����_�2¡#�£�e�z¡2�A�������^�e�
nx = ny = 0

���w�p���#���Y�2¢��|¡#�2���Y� {Υ0,0,kz
} �e�|¢ Υ0,0,kz

§������z¤_�X�w���T���2���V�2¢
§��w�2�

nz ∈ 4Z
¥z���^�,®�w���*�������e

χr
®�A���Y�w�/ÂO�^�e�����2�����w�Y�7���^�V¡#���e�Y�,¬A���A���º���7���e¤w��� v ã ¥ Þ w¹¥���w�/�Y�2�����Y�£¡¹�����A�|���A�

êk

�e�Y���Y�w���Y�eª«�(�V�%���¾���w���^�e��-���^���u���^�V¡#�A°¨ñ �w�2�
kz 6= 0

©
kz
�£�¾�º¡#�Aª«�w���#Ã

���e�^¢��Vª!���e�Y���A¤w���%®�w���^�������w¬
ê∗kx,kz,kz

= (−1)nz êkx,ky ,−kz

v ã ¥ âV÷ w
�e�|¢p§��w�2�

kz = 0
©
êk
�£�����Y�2�A�>���e�Y���A¤w���V¥

k¶¢4¸<¢lk �q��§�¼
Á ��p>¼
¥utS�1º�¦�¨
���w�����w����¢����^���¼���^�V¡#��¡��e�u¤|��¤|�T�±�/¢��T��¡�����¤_�2¢�V�¾�7ÂO�w�e�Y���2�V���ez�Y�w���w�#Ãw�e¬V�A�^�A���Y���w�Y�2�����O���������A���Az���^�
���V���|��¥ï�*�A¬V�#���^����§����Y�c�Y�w� â ¯G�w��§��ï�£���Vª«�#���Y���2���e��Y�w�7�w�#Ãw�e¬V�A�^�A�M�Y�A�Y�^��§µ�»�e�£���¼�A¢w¢½��Y�w���Y¢ï���w�Y�¡#�V��¯��Y¡#�Y��§ ª«�e�Y���V�j¥

Λ1(x) = (x) +




L
0
0


 v ã ¥ âVé w

Λ2(x) = (x) +




− 1
2L

+
√

3
2 L
0


 v ã ¥ ãeë w

Λ3(x) = (x) +




− 1
2L

−
√

3
2 L
0


 v ã ¥ ã�Ü w

Λ4(x) = (x) +




0
0
Lz


 v ã ¥ ãAÞ w

Λ5(x) =




− 1
2 −

√
3

2 0√
3

2 − 1
2 0

0 0 1


 (x) +




0
0

1
2Lz


 v ã ¥ ã á�w

¶%�¨�e¤_���A�V©V§¨�¾¡2�e�X�2����ª«���^�e���,�e�G���e>���^�%�^�����¨á/�£���Aª«�#�Y�����2�M¤O�«�����^�2�e�¨¡#�Vª(¤w���^���Y���V���e>�Y�w�����e�����2� Þ ¥����^�
â �Y�»�����Aª«�#�Y���X�£���A�������������^�2�e�����w�_���Y�|�O���������A�7�e=���^� ã ����¥����^�����^ÃG�T�¨���w���2���2ª«���O�

Υk + e
1
3
i2πΥkM + e

2
3
i2πΥkM2 .

v ã ¥ ã�â w
ñ �w�2�������^�

kM
�A���,¬A���A�2�p¤G�

k = 2π

(−n2

L
,
2n1 − n2√

3L
,
n3

Lz

) v ã ¥ ãAã w

kM = 2π

(
n1

L
,
2n2 − n1√

3L
,
n3

Lz

) v ã ¥ ãeô w

kM2 = 2π

(
n2 − n1

L
,
−n1 − n2√

3L
,
n3

Lz

) v ã ¥ ãVå w
õ¨�7���w�X�Y�eª«�(�����^���AM���T�A���A�w���w¬��V���A¤|���V�/§¨��¡��A�´¡2�e�£¡#�w�£���Y�/���^�

χr
���e���w�T�%¬V���V���������e¤w��� v ã ¥ á}w#¥,���^�¡#�V���Y�2���_�A�^¢����w¬«¡#�V�^�±�Y�Y�A���O���µ�V�

êk

�A���

ê∗n1,n2,n3
=

{
e

2n3
3

2πiên2,n2−n1,−n3

§��w�2�
n2 > n1,

e
n3
3

2πiên1−n2,n1,−n3

§��w�2�
n2 ≤ n1.

v ã ¥ ãe÷ w

åe÷



r
ë Ü Þ ¡#�V�^¢��������A�

χr

1√
3

e
1
3

i2π

√
3

e
2
3

i2π

√
3

®�A�
(n1 ∈ Z+, n2 ∈ Z+ ∪ 0, nz ∈ Z)

1 0 0
®�A�

(n1 = n2 = 0, n3 ∈ 3Z)

�=�e¤^��� ã ¥ á^°
χr
¡#�G�`��¡#�����O���¨®�A�����^�,���w���Y¢º�Y�w���»���^�A¡��A¥

k¶¢4¸<¢lÅ t<§Nê¶©�� �±p�¼
¥utS�1º½¦�¨
���w�«�w�Y��¡#�2¢w�w����®�A���Y�w������ÃG���´���w�Y� ���^�V¡#�����,�V���Y�����ª«���£�e���Y�º�Y�w�����w����¢u�Y�w�Y�¼���^�A¡��A©>��Ã�¡�������§¨�X�A¢w¢´�
����ÃG���7�Y�w���»¡#�V��¯��Y¡#�Y��§Ðª«�A�����A�7���^�����T�A¢º�e-�����w���Y¢º�Y�w����°

Λ5(x) =




1
2 −

√
3

2 0√
3

2
1
2 0

0 0 1


 (x) +




0
0

1
6Lz


 v ã ¥ ãeé w

���^�,�wÃ��2¢7����¬A�2�wª«�G¢w�2�¨���
1√
6

(
Υk + ζn3ΥkM + ζ2n3ΥkM2 + ζ3n3ΥkM3 + ζ4n3ΥkM4 + ζ5n3ΥkM5

) v ã ¥ ôAë w
§��w�2���

ζ
����������ÃG���p�Y�G�e���w�w�����A�2¡#���V�

ζ = e
i
6
2π ¥-ñ �w��� n1 = n2 = 0

�Y�w�£�����¨�Y�2¢��^¡��2¢����1Â±�^�±�
Υ0,0,k3

®�V�
k3 ∈ 3Z

¥z���w�
χr
�A����¬A���A�2�º���7�Y�e¤^��� v ã ¥ â w¹¥z���w�/¡��A�Y���T���_�A�|¢����^¬

k
�A�2¡#���V�Y���e�Y�

r 0 1 2 3 4 5
¡#�A�|¢����Y���V�

χr

1√
6

ζn3√
6

ζ2n3√
6

ζ3n3√
6

ζ4n3√
6

ζ5n3√
6

®�V�
(n1 ∈ Z+, n2 ∈ Z+ ∪ 0, n2 < n1, nz ∈ Z)Ü ë ë ë ë ë ®�V�
(n1 = n2 = 0, n3 ∈ 6Z)

�*�A¤w��� ã ¥ â °
χr
¡#�G�`��¡����2�V���¨®�A���Y�w�/����ÃG���7���^���»���|�A¡#�V¥

k = 2π

(−n2

L
,
2n1 − n2√

3L
,
n3

Lz

)
,

v ã ¥ ôwÜ w

kM1 = 2π

(
n1 − n2

L
,
n1 + n2√

3L
,
n3

Lz

)
,

v ã ¥ ôVÞ w

kM2 = 2π

(
n1

L
,
−n1 + 2n2√

3L
,
n3

Lz

)
,

v ã ¥ ô á�w

kM3 = 2π

(
n2

L
,
−2n1 + n2√

3L
,
n3

Lz

)
,

v ã ¥ ôeâ w

kM4 = 2π

(−n1 + n2

L
,
−n1 − n2√

3L
,
n3

Lz

)
,

v ã ¥ ôVã w

kM5 = 2π

(−n1

L
,
n1 − 2n2√

3L
,
n3

Lz

)
.

v ã ¥ ôAô w
���w�/¡��A�^�������e���w�2¢p�A�

êk

���

ê∗n1,n2,n3
=

{
(−1)n3 ên1,n2,−n3

§��w�2�
n3 6= 0

real
§��w���

n3 = 0

v ã ¥ ôOå w

k¶¢4¸<¢^Æ m*º�¥ª©�è)¯%¦°�>¨ä�&� ¨]¥1Á<© ¯5�1º½¦�¨
�V�^�±������¯A�7���w���^���2�O���A�|� � �w�^¢^�eª«���O�Y�A��È%�VªX�e���^��©��e�£���´�Y�w�¦%�A�O��Ä2�Y¡��w��¿qñ¼���^¢��p���^�V¡#��¡��A�½¤_�������� �V����^�uÂO�w�e�Y���2�V���A,� �*�A�Y�^�2©¨�A���Y�w�A�w¬V�D���w�£�X�£�X���T���p¡#���2�e���e�X�^���±�p����¬V�O�2¥ ���w����w�Y���»�£���Vª������Y���T�X�e����^�

åeé



¦%�A�O��Ä2�Y¡��w��¿qñ¼���^¢������^�V¡#���e�Y�A°

Λ1(x) =




1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


 +




1
2Lx
1
2Ly

0


 v ã ¥ ôA÷ w

Λ2(x) =




−1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 +




0
1
2Ly
1
2Lz


 v ã ¥ ôAé w

Λ3(x) =




−1 0 0
0 −1 0
0 0 1


 +




1
2Lx

0
1
2Lz


 v ã ¥ å�ë w

¶��G���e9���w�T�����£���Aª«�#�Y�����2�-�A�w�w�����T¢��±§���¡������T���w���z�����������e�^�����e�����A�j©V���,���^¢����T¢����w�¾¦%�e�O�YÄ2�Y¡��w�#¿òñ´�2�^¢G�M���^�A¡��
�£���e�£���X�«ÂO�w�e�Y���2�V���A������V���|� v �e-����Ä2�

LxLyLz/8
w¹¥-���w���wÃ��T¢º�2��¬V���wª«��¢��,�e-�e���já������Aª«�����Y���T�����

Υkx,ky ,kz
+ (−1)nx−nyΥkx,−ky ,−kz

+ (−1)ny−nzΥ−kx,ky ,−kz
+ (−1)nz−nxΥ−kx,−ky ,kz

v ã ¥ åGÜ w
§��w�2� Þ �e=���w�/���^¢���Ã��2�

nx, ny, nz
��� ë �Y�w�£��¬A���Y������ª��^�����^�2¢ � ��

ny = nz = 0
�Y�w�£���Y�2¢��^¡��2�¨�Y�

Υkx,0,0 +
Υ−kx,0,0

�e�|¢u�Y�2���|�T¡¹�Y���V�����»®�A�����w�«�A���w�2�,¡��Aª�¤w���|�������A�|��¥(õ¨�u���Gª«ª������Y��e�Y¬A�wª«�2�V���%§¨�X���^�A�w�£¢u�A¬V�e���
�Y�2�����Y��¡#�¨�Y�w�/�e������§µ�T¢����e���w�2�¨®�V�

nx, ny, nz
¥z���^����¬V���V�2�¨�^�����A���w�T�¨®�A�

χr
�V�����^��§��º���7�Y�e¤^��� v ã ¥ ã w¹¥

r
ë Ü Þ á ¡��A�^¢��������A�

χr

1
2

(−1)nx−ny

2
(−1)ny−nz

2
(−1)nz−nx

2

®�V�
(nx, ny ∈ Z+, nz ∈ Z)�V�
(ny, nz ∈ Z+, nx = 0)�V�
(nx, nz ∈ Z+, ny = 0)

1√
2

ë 1√
2

ë ®�V�
ny = nz = 0, nx ∈ 2Z+

1√
2

ë ë 1√
2

®�V�
nz = nx = 0, ny ∈ 2Z+

1√
2

1√
2

ë ë ®�V�
nx = ny = 0, nz ∈ 2Z+

�=�e¤^��� ã ¥ ã °
χr
¡#�G�`��¡#�����O���¨®�A�����^�/¦%�e�O�YÄ2�Y¡��w�#¿òñ´�2�^¢G�����^�A¡��A¥

÷Vë
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���w�����T���^�����z�e*�A�w������ª(�^���e�����A�^�µ�e�Y�%¬A���A�2�X���p���w�£��¡��^�e�w�����T¥=ñ´���^�n�A�¾����ª(�w�£���Y�2¢«�Y�w�,¡#�V��ª«��¡%ª«��¡�����§��n�A�
¤^�V¡�¯O¬V���V�w�^¢ v Ý¨ßõ<w¾®�A���T�A¡�� · ���/�V�������O�Y�A¤w����ª��w���Y�M¡#�V�w�w�T¡¹���T¢u�^�w���V�������V¥X���w�X����ª(�w�£���Y�2¢ ���^�A¡��2�,�e�Y�
���Y�2�e���T¢p���7���w���V�Y¢��2��¤|�2����§

• á�¿³���V���^�
• Ýµ�w��ª«�w�2�ºÀG�^�V¡#�
• ÀG���A¤»À��^�A¡��
• ¦%�e��=�*�w�Y�ÀG�^�A¡��
• - �^�e�����2���*�w�Y�»À��^�A¡��
• ���w����¢7���w�Y��ÀG�^�A¡��
• ÀG��ÃG�Y�»�*�w�Y�»À��^�A¡��
• ¦%�e�O�YÄ2�Y¡��w�#¿òñ´�2�^¢G�%ÀG�^�V¡#�� �V�%�T�A¡��u���^�A¡��(§¨�/�Y�O�V¯����Vª���¢���ª«�2�^�����A�|�¾§�������wÃ��2¢u����Ä����A�^¢����e�Y���2¢»�Y�w���A���w�2�2¥,���w�£�%§��n�7���,����_�V�Y����¤w�����Y�¢��#�Y���Yª«���w�X�^��§`���^������¬A�^�A� v ��w¾§¨�Xª«��¬V�V��¤_�p�e¤^��������ª«�T�A���w���«¢��2�|�2�^¢ �A�´���w�º����Ä��«�e¨���^�

�w�w���A�2�Y���A¥»ß��O�±�(�A����w�7����ª(�w�£���Y���V�^�/�A����¢��V�w��§������0�^� v �Y�w�p�V¤^���2���V������w¾���0�A�2���¼���_�2¡����A�M�_�V�����Y���V�^�(���
�_�V�Y����¤w���%�#Á9�2¡#�Y�µ�e>�Y�w�%�Y�A�_�A���A¬V���V�X���w�/Ý¨ßõ �e�Y���Y�w�¾�^��¬V�w�2���2¥= �¥ ¬����X���^��¡2�A�����ej�Y�w�%�|�e��j���w�Y�p���^�A¡��
§¨���e�Y������¡��e���2¢´�A�¼�Y�w�p��Ã��£�,�e����A�Y�e�����A�j¥ � �A�/�T�A¡�� ���^�V¡#�«§¨�X¬A���^���������X�7�Y�2�e����Ä2���Y���V�´�A��uÝ¨ßuõ ��¯O��e���A�^¬�§������7���^�/¡#�A�Y�Y�2���|�V�^¢����w¬�ª��w�������|�V�����V�2¡¹�Y�A�����e�^¢º�^�e�������e*ªX�e�Y¡��w���w¬X¡#���Y¡����T��¥

H�`a_ b j øægÒf� Eù<d]crd
²³�´�p�w�w�Y��æ,�A�^�����£�e�u����ª«�w����¡#�V�w�w�2¡#���T¢���|�A¡#�V©_���w��ª(�w�������_�A�����V�2¡¹�Y�A���%�A���/���e�|¢��Aª«���»�A����¬A�^�2¢»§������u�^�
�w�Y�#®�2���Y�2¢�¢w���Y�2¡#�����A�^�2¥-¶����>ª(�w�����j¡��A�w�w�T¡¹�Y�2¢7���^�V¡#�T� v §����Y�p�Y�w�,�#Ãw¡#�2�������A�7�ej�Y�w�,�w�Y��Â±�2¡#�����A�����^�V¡#��wz�^�n�V�
���V�Y�����^����¡¾���_�2¡����A�_¢w���Y�2¡#�����A�^�2¥* %¥ ¬|¥=�����Y�w�,¡��w��ª«�w�2�X���^�V¡#���V�w�¾¢w���Y�2¡#�����A���£�M�����^�^���Y�¾§��w�����%�Y�w�¾�A���w�2�Y�µ�e�Y�
�w�A�2¥z���w�,�G�G�|�A���w�T���£��§��w�£¡��7§¨�,�w�w�����^�,�A���V°
Ü ¥����w�,ª(�w�������|�V�����V�2¡#���A�����e�Y��¢����_���^¢w���O���A�»���_�2¡����A�j¢������T¡¹�����A�|���e=���w�,�Y�A�_�A���A¬A�X�A��Y�w���w�w���A�2�Y���A¥
Þ ¥����w�,ª(�w�������|�V�����V�2¡#���A���¨¤|�T¡#�Vª����A����¬A�w�T¢ v �A���A�V�Y��¿³�e����¬A�w�T¢
wµ§����Y�7�T�A¡��7�e�Y�w���T¥
���w�����2¡��A�^¢¼�G�G�|�A���w�T���£���£�/¢������T¡¹�����u�Y���£���Y�2¢´���»�Y�w�X�^�����2©=�R¥ �A¥º����e���-�Y�w�pÂO�^�A¢w���w�_�A�����e����¬A� §����Y�0�

���|�T¡#���|¡X��Ã��£�,���w�2�u§������¨�e�£�����A����¬A�¼§����Y� ���w�2ªX���2���V�2�2¥ ü �A���«���|���(�w�^����¯A�X��� ���w�X�Y�2�A�-§µ�V���£¢¼§µ�«�^�n�V�X��w�Y���V���>¯G�w��§����2¢w¬A���e�§��^�����Y�w�/���_�2¡����A�j¢������T¡¹�����A�|���e��A�w���%�w���V���������A���V¥z���w�/���T¡#�V�^¢p�G�G�_�e���^�2�������£�����^�
�A�^���´�O�G�_�e�Y�w�2�����/§µ��¡2�e�¼���w�2����®�A�Y�����2���(���0���T�e�����±�V¥�²ò��w��§¨���A�2�2©�§µ��¢����|�n�A�«�w�Y���V��¯O�^��§����T¢�¬A�X�e¤_�A�w�
���|�T¡#�£�e��¢������T¡¹�����A�|�����½���w����¯O�æð �V¥ ¬|¥½¢��^�º�Y�´ªX�e�Y¡��w���w¬ ¡#���Y¡����T��ð §¨�»¡��e�D�^���p�Y�w�»���T���^�������A%�Y�w���
�Y�2���2�e��¡��X�Y��¡��e�£¡#�^���e���,�w�Y�A¤^�A¤w�����������2�¨�e-¡#�2�����e���p�Y�A�_�A���A¬A�£¡��A�>���^�A�|�T��¥

÷^Ü



H�`uô I¿ù<d®£Èp�f,d
Å¶¢4¸<¢�¡ ¹}p1¦2²�§�Á�¨)º�¥utS��º�¦�¨
���w�%����ª��^���X¡#�V�w�w�T¡¹���T¢« z�^¡����£¢��2�A�p���^�A¡���§¨�V�z�w�A�µ����ª(�^���e���2¢X¢w���Y�2¡#�����A¥-���w�� z�|¡#����¢��T�e�p¡2�A�������M���^������ª«���
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Quarter Turn Space, Dipole To Main Axes
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�e�|�e���G���£���Aw���w�%Ý¨ßõ¼�Y�¾����®�2�������|�T¡#���|¡z�Y�A�_�A���A¬V���Aw���^���%�w���A�������A¥ ü �A�w�����w�2���T���*����ª«��¬A�O��¤|���¾�n�A���|�e¤w������G�V�j���º¡��w�2¡�¯º���w�(�w���V¤^�e¤^�������±�7�e��Y�w�(��ÃG�£�������w¬7Ý¨ßõ ®�A�������_�2¡����_¡��w�Y�A�_�V���2¢7ª«�G¢w���*®�A���Y�w���Y�A�_�A���A¬A�
�e=���^�,�%�w���A�������A¥
Å¶¢4ä<¢4ä <�°;��¼�®r3¨]°±¨]¥ª©
���w�(����ª(�w�£���Y���V�^�����»���w�£���Y�w�2���£�%�e�Y�/���������*����ª«���Y�2¢������¡��A�_�A¥%ø¾�w���º���^�A¡��2��§������u�A���Y�p����ª«�w�������^�A�|�T���e�Y�
¡#�V�^����¢��2���T¢>¥%²ò�,�£�%�_�V�Y����¤w���/�Y�p�#ÃG�Y���^¢���w�����^�A�|�T�%�A-���w��®�w�^¢^�eª«���O�Y�A�-¢��AªX�e���^���������e¯V�(���V�Y�º�V¡�¡#�V�w�O�
�e���µ¢w��¬A�Y���T�,�e�®�Y���2¢w�Aª	���^�e�/���w�����A�_�A���A¬V���T���^�n�V�A¥p %¥ ¬|¥»��w�#Ãw�e¬V�A�^�A�z���|�A¡#�Xª«��¬A�O�(¤_���^���2¢¼®�V�/���^�
���V���|�z�A�-§¨�����^�A�^¢«¢���Á9���Y���O�µ����Ä��2�z�e_���w��ªX�A���X��Ã��T�-�e_���w� � ÈÓ¡��A��¤_���^���2¢j¥= µ�e�Y�����#Ã��w���A���������A���e_���^�2������^�A¡��2�����w��§èª«�V�����±�������£�����£¡��e�-�A����¬A�wª«�2�V�,�e�w�VªX�e�����T�¾�����Y�w���ª«��¬A�O�,¤|��ª«�A�Y�(�2�V�������»¢w���Y¡#���V���Y�2¢»�^�����^¬
���^�����Y�2¡��w�^��ÂO�w�V¥
¶��£���^©MªX�A�O�c�e%�Y�w�2��������ª(�^���e���2¢D���^�A¡��2���^�n�A�º���^�� M�e����� ����� ���_�2¡����A���|�O���������A��¥D²³� ¡��V���»�A%���^�¿q���w�Y�º���^�A¡��2�M���w���A¤|���2���V���M�£�¨�w�£�A¡#�T¢��V�X���w���eÃG�£�µ�e��Y�e���������A��©V§��w�£¡��p§¨�A�^��¢p¤|�,�(�^�w����¯A�2����¡��A���^¡#�£¢��2�^¡#�V¥

È¾���_���^¢w�A�^¡#���V�p�Y�w�/���|�T¡#���|¡,�|�O���������A�7�e=���^���A¤^�����Y�A�2�¨���w�A�^��¢º¤|�����G�A�T�±�Y��¬O�����T¢X®�w�����^���T¥

éOÞ
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²³�����T¡¹�Y���V� v Ü ¥ â ¥ á}wM§µ���^���2¢7���w�A�w¿ò���Y�A�^¢w�e��¢��^�e�Y�e�����A�7�e*���w�/ð��V¤|�2�������V��¿òñ¼�A��¯V���¨ª������Y��¡ v ðjñ ¿òª«�#���Y�£¡aw¹¥���w�£���w�e���������A�½���«ª«�V���7¬A�2�w���Y��¡º�e�^¢cªX�����^��ªX���Y��¡2�e�����0ª«�A�Y�»���V�w�^¢>¥D���w�º¬V���w�2�Y�A�µ��Ã��w���T�������A�ï�A%���^�
ðjñ ¿òª«�#�Y���£¡��^���2¢»�������^�������w�T���£�%�£���£¢��2�V�Y��¡2�e�����X�Y�w�(ª«�A�Y�/¡#�Vª«ª��V�w���º�^���2¢»�V�w�2�2¥�¶%�����w��¡#�A�G�V���O�����A�^�A�
ª«�#�Y���£¡�\ ��§¨�X�^���«�Y�w�X�A�^��¢��#�^�^�2¢ ¤G�¸��2�V¡#��¡�¯���0�w���/¤|�G�A¯0Ýµ�V��ª«�A���A¬A�£¡��A�*¸M�O������¡2�,®�A�Yª(�^���»áw¥ ÜTÞ �A�^¢áw¥ Ü2ë °

dσ2 = R2
(
dr2 + S2

k(r)dΦ2
) v ¶(¥ Ü w

dΦ2 = dθ2 + sin2 dφ2 v ¶(¥ Þ w
§������

Sk
¢����_���^¢w���w¬X�V��¡#�w�Y�������^���

Sk(r) =





sin(r) (k = 1)
ÀG�w�w�2���£¡��A�

r (k = 0)
� ���e�

sinh(r) (k = −1)
¦��G�_���Y¤|�V���£¡

v ¶(¥ á�w

§��w�2���,¯��£�����^�/¡#�A�|�±���e�O���e=¡��w�Y�n�e���w�Y�A¥
ü �A�������^�e�����w�

r
���´���w� · �e�/¡��A�������,���´�^�w�������eµ�w���T���2�O��¿³¢w�n�»�Y�V¢����|�¾�A¨¡��w�����e���w�Y��§��^���Y�

r
���´���w��e�Y�w���¨���|�A¡#�T�z�£�-�Y�w��¡��Aª«���G���^¬/�e�w¬V�w���A�M¢��£�±���e�^¡��A¥����w�

r
���X�Y�w� · �e�¨¡2�A�����^�A�M�w�w���µ�A�¢������Y�A�^¡#�V©O�A�^¢X¡��A�

¤_�(�e�Y¤w�������e�Y�����X���A��¬V�A¥z���w�
r
���7���w�/�A���w�2� Þ ¡��V���T�����¾�e��¢���ª��2�^�����V�w���T�����A�w¬A���A¥M²³�º�Y�w�(���w�w�2���£¡��A�j¡��A�������¡��A���A�^���«�Y�2�A¡��

2π
¥-����¡#�A�G�V�����z®���Vª �e�w¬V�w���A�µ¢��£���Y�e�|¡#�¾����¡��Aª«���G���^¬(¢��£�±���e�^¡��¾�V�w�%�^�V�z�Y�(ª��w���Y���^���X¤G�

���^�«�A¤^���A�����������e���w�«�e
R
¥��%�����w¬»¢���Á_�2���2�O��¡��G�A��¢����|�����T��ª«�A¯A�T�%���/���O�Y�����^����¡2�e�����»�^�A�Y¢��2�����»�w�^¢��2�Y���Y�A�^¢

���^��ª«�T�e�w���w¬7�eM�Y�w�2���«ª«�#���Y�£¡������^���¼���,�w�T¡#�T���Y�e�Y�A¥�¸��2�V¡#��¡�¯���Y���Y�2�2° Å ���w�2���«���^�A�w�£¢�A¨¡#�V�w������¤|���±§¨�
¢���Á_�2���2�O�µ���Gª�¤|�V����®�V�-���^�¾¢���Á_�2���2�O�M¡#�Aª«���G���w¬��Y�V¢����R©V¤w���M�T�A¡��«���M�eC�Y����¡��A�����2¢

r
���«���w���������������Y�w�Y�A©V����§¨�

�^�n�V�����º���T�e�Y�����º�����A��§����Y����^���,�eª�¤w��¬A�w���±�A¥ Æïñ �w����������������ª��_�A���Y�A�O�%���º¯A�2������ª«���|¢����|���,�������2�Y�e���w�Y�
�^���2�z�Aª(¤w��¬A�^�A�^��¢����^�w�������A�^�M���z�£�-��ª��_�A���Y�A�O�-�����w�^¢w�����±���e�^¢����|���-���^�2����á,ª������Y��¡2�z�e�Y�7Â±�^���M���_�2¡����A�^¡��V���T�
�e��/¬A���^���Y��¡��V�w�A¥�²³�X�Y�w�%�Y�2���M�A>���w�£�µ���2¡#�����A��§¨��§������_�Y�#®���µ���/���w� · �A�w¬A�^���A�a\

r
�V�

ρ
©A�Y���n�A�V��¢X¡��A��®�|�����A�j¥

���w�,¬A�2�w���Y�£¡¾��Ã��w���T�������A�p§¨�,�w�Y�A�_�V���%®�V�����w��ª«�#�Y���£¡,�£�

dσ2 = dr2 + sin
( r

R

)2

R2dΦ2 v ¶(¥ â w
ñ¼�,¢w�������2¬V�A�Y¢��Y�w��¢��2¡��Aª«�|�O���������A�º�ej�Y�w�����V���£¢p�A�w¬A���

Φ
©G�����^¡#�,����¢��G�T���w�e��¢���Á_�2�¨¤_�#�±§¨���2�p�Y�w��¡#�£�A�Y���£¡��A�

�e�|¢(¬V���w�2���£¡�¢��#�^�^���Y���V�j¥=�¾�����w¬/��¬A�2�w���Y�£¡¨���A���£¢��A�w¬A���¨�A�����,���^�A¤w���2���^���Y�,�^���¨�Y�w���-®�A�Yª(�w�£�¾®�A�z���w�w���A�2�Y���
�e¨�e�Y¤w���Y�Y�A���»¢���ª«���^�����V�^�2¥ � �Y�Aª����w�«¬V���w�2�Y�A�*¢����^�w�������A�¼§µ��¡��e�´�2�V��������¢��2�����A�(���w�X¡����V������¡2�e�=���w�^���Y��¡2�e�q©· �e�%�e�^¢º�G�O�_���Y¤_�A����¡,¢����^�w�������A�^�2¥

é á



éAâ



N L L PPORQTSVU Z

[ U ÊoX Î Í \ Ï�Ê U´Ò

¶è¬V���V�w�»���¾�������%�e-�2���2ª��2�O�Y�%�V¡�¡��Aª«�^�e�^���T¢º¤G�7�e���A�_�������Y�A�T¥¨���^�/�A�_�������Y�A���e�^�w�����2¢7�Y�X�±§¨�X������ª«���O�Y�
�eM���w��¬A�Y�A�w���Y�2���w���Y�¾���¼�e��2���2ª«���O�¾�Y�^�����e�£���p�^�V���Y�p¤_������Y�w��¬V���V�w�j¥�²³�u¬V���w�2�Y�A�R©_§��w���´§µ���^�n�A���
¬A�Y�A�^�

G
�e�^¢»�e�7�A�_�������Y�A� ⊗ §¨�,�^�n�A�

G = {g1, g2, g3, . . .}
v õ¾¥ Ü w

ga ⊗ gb = gn

v õ�¥ Þ w
gb ⊗ ga = gm

v õ�¥ á�w
 z�V���Y�0¬A�Y�A�w�ï�|�A�����¼�^�n�A�7�e�½��¢��2�O�����±�ï������ª«���O�

I
¥½ñ �w��� �e�½������ª«���O�«�e

G
���X¡��Aª(¤^���w�T¢ï§������½���w�

�£¢����O�����±�7������ª«���O�%���¾�Y�#�Y�w���|�����w��������ª«���O�%���Y������±¥� z�V���Y�p������ª«�2�V�
ga
�|�A�%�A�����G�V�������,������ª«�2�V�T©

g−1
a

���^�e�
¡#�Vª(¤w���w�T¢p¬V���V�¾�Y�w���£¢����O�����±���2���2ª��2�O�2¥

ga ⊗ I = I ⊗ ga = ga

v õ�¥ â w
ga ⊗ g−1

a = g−1
a ⊗ ga = I

v õ¾¥ ã w
²ò

gn
�e�^¢

gm
®�Y�Aª �TÂO�^���Y���V�^�,õ¾¥ Þ �e�^¢´õ¾¥ á7�e�Y�/���^�«�Y�eª«��®�A���e���

ga
�e�|¢

gb
§¨���Y�n�7���w�«¬A�Y�A�^����] îuê � þ+ë�ý^¥»���w�p���#��
�êeý�êeéÍë�ì û�é	���A��»¬V���V�w�0�e�Y���Y�w���2���2ª��2�O�Y�,�Y�^����¡2�e� ¬A�2�w�������Y�����w���2�O�������X¬V���V�w�´¤G�

�Y���_�2���Y�2¢����X�e�w�^���G���w¬/�Y�w�¾�V�|�2�Y�e���V�-�������w�T���¾������ª«���O����¥-���w��¬A�2�w�������Y�A���z���^�A�w�£¢X¤_�¾���^¢��2�|�2�^¢����O�T©O�q¥ �A¥-���
���w�A�w�£¢º�w�e��¤_���|�O������¤w�����Y�«¡��A�^�����Y�^¡#���V�w���e*���w��¬V���w�2�Y�e���V�Y�µ¤G�p¡#�Vª(¤w���w���w¬����w���A���w�2�Y�2¥
¶��X��Ãw�eª«�w�����e>�,¬A�Y�A�w�«�£�����w�%¬A�Y�A�w�«�e9���V�Y��¬V�����

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} §������X�Y�2���_�2¡¹�-�Y�����^��A¢^¢����Y���V���A�_�������Y�A�T¥M���w�/�£¢����O�Y���±�7������ª«���O���A=�Y�w�/���O����¬V�������£�
I = 0

�A�^¢7���w�(���G�A�2�Y���,�e-���V���Y��������ª«�2�V�
�£�

g−1
a = −ga

¥�¶ �|�O������¤w���������%�e-¬A�2�w�������Y�A�����e����^�(���V�Y��¬V��������� −1
�e�^¢

1
�����^¡#�(���A�2���º���O�Y��¬A�2�%¡��A��¤|�

¬A�2�w�������Y�2¢�¤G���A¢^¢����^¬ −1
�A�^¢«�A�

1
�Y�A¬A�����w�2�z���^�w�������G�wª�¤|�2�z�e_����ª«�2�2¥-õµ�T���£¢��T�z�e�X�A¢^¢����Y���V��¬A�Y�A�w��©����w�

���#�,�ez�Y�2�e�=�G�wª(¤_�����%®�A�YªÑ�pª(�w�������w����¡2���Y���V�(¬A�Y�A�^�u�A�¾§µ�2���=§������
I = 1

�A�^¢
g−1

a = 1
ga

¥,���^���w�A�Y�e�����A�
�e=�����w�_������¡�������� −1

®�A�¨���w�����O�V�������¾������ª«���O���A�Y��¬V���|�����T�-®�Y�Aª'�Y�w�¾ª��w�������w���£¡��e�����A��¬A�Y�A�w�|��©O���º¬A�2�w�����e�_���
���w�A�w�£¢º�w�e�������Y�����e�Y�X¤|�/�����2�7�V���«¢����G�£�����A��¥zõµ�A���º���w�T����¬V���V�w�^���e�Y��¶�¤_�������A�j¥
²³�0¬A�2�w�����e���Y�w�p�2���2ª«���O�Y�(�e��»¬A�Y�A�w�0¢��u�w�e�(�|�n�A�«���u¤|���G�wª�¤|�2�Y�2©*���w�2�¼¡2�e�0¤_�p�e�G�O���w���w¬|©�®�Y�Aª

®�w�^¡#�����A�^�¾�Y�º�e¤|�±�Y�Y�V¡¹�¾¡��A�^¡���������©>�A�%���V�w¬º�V���Y�w���Y�(�£���e��V�|�2�Y�e���A� ⊗ �A�^¢u�A��£¢����O�����±�»������ª«���O�
I
�Y�^���

�A¤_�������w���Y�w���2���e¤_���A�V¥

éOã
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l¿`e_ lmg�ö±��ù¶h]f7cröÈs_^æceöÈù[�ih7?�crs�ù<ö»nog��Eù<d±f,g`$Ôø> Eù¶h7cr÷S��p
���w�T�����±§¨���TÂO�^���Y���V�^�¨®�A�Yª ���^��¯A�����������w�/¡��A�G�A�2�Y�����A�X®�Y�Aª!�����w�2�A���������w�w���Y�£¡��e�9�2��¬V���wª«��¢��2�2°

∑̀

m=−`

Y m
l (Ω)Y m∗

l (Ω′) =
2` + 1

4π
P`(cos(Ω − Ω′)

v Ý¾¥ Ü w

eikx =

∞∑

`=0

(2` + 1)i`j`(kx)P` (cos θk,x)
v Ý¾¥ Þ w

§��w�2���
θk,x

�£�¨���w�/�A�w¬A���,¤|���±§µ�2���
k
�A�^¢

x
¥zõµ�7¡#�Vª(¤w���w���w¬(�Y�w�2�����2ÂO�^�e�����A�^��§¨��¡��A�º�Y��§��Y���Y� v ã ¥ Ü w¨�V��°

Υk(x) = eikx
v Ý¾¥ á�w

=

∞∑

`=0

∑̀

m=−`

i`j`(kx)
2` + 1

2` + 1
4πY m

l (x̂)Y m∗
` (k̂)

v Ý¾¥ â w

=

∞∑

`=0

∑̀

m=−`

(
i`Y m∗

` (k̂)
)

4πj`(kx)Y m
l (x̂)

v Ý¾¥ ã w

ñ �����7���w�£���Y�2���w����§¨��¡��A�7¡��A�G�A�2�����2ÂO�^�e�����A� v ã ¥ ÷ wµ�Y�X���w�^���Y��¡2�e�>����¬A�2�wª«��¢��2�2°

φ(x) =
(2π)3

V

∑

k

∞∑

`=0

∑̀

m=−`

(
i`Y m∗

` (k̂)
)

4πj`(kx)Y m
l (x̂)φk êk

v Ý¾¥ ô w

=
(2π)3

V

∑

k

∞∑

`=0

∑̀

m=−`

(
i`Y m∗

` (k̂)
)

4πj` (kx) Y m
` (Ω) φk êk

v Ý¾¥ å w

=
∞∑

`=0

∑̀

m=−`

(2π)3

V
i`

∑

k

((
Y m∗

` (k̂)
)

j` (kx) φk êk

)
Y m

` (Ω)
v Ý¾¥ ÷ w

l¿`�ô @ p-�Òfa?�crs�ù<ö»nog��Eù<d
ñ¼��¢����Y���V�M�Y�w���2ÂO�^�e�����A�^�=�A_���2¡¹�Y���V� v ã ¥ Þ w#¥ � �A�=���w���£���Aª«�#�Y�����2�*���^��ªX���2��l�z§µ���Y�#®���=�Y�¾�Y�w��ªX�e����¡��|�e���Y���T¥

éGå



« ¢4¸<¢�¡ m*º�²�nÞ��p�¼
¥utS��º�¦�¨
ñ �w�2�

kx
©
kz
�A���,�w�A��¤|�A���

0
©G�Y�w���w�Y�2�����Y�A�2¢p������ª«���O���£��°

ΥΓ
k = Υk + eikM1T ΥkM

= Υkx,ky ,kz
+ e(−kx,−ky,kz)(0,0,Lz/2)Υ−kx,−ky ,kz

= Υkx,ky ,kz
+ e2πnz/2)Υ−kx,−ky ,kz

= Υkx,ky ,kz
+ (−1)nzΥ−kx,−ky ,kz

v Ý¾¥ é w
�e�Y�w���Y§��£���,�������2°

ΥΓ
0,0,kz

= Υk + eikM1T ΥkM

= Υ0,0,kz
+ e(0,0,kz)(0,0,Lz/2)Υ0,0,kz

= Υ0,0,kz
+ e2πnz/2)Υ0,0,kz

= Υ0,0,kz
+ (−1)nzΥ0,0,kz

= 2Υ0,0,kz

§��w���
kz
�������A�2� v Ý¾¥ Ü2ë w

ñ¼�/���2�¾�Y�^���
ΥΓ

−kx,−ky ,kz

�£���2�Y���2�V�Y���A�����X�Y�w�/���Aª«���2���2ª«���O���A�
ΥΓ

kx,ky ,kz

°

ΥΓ
−kx,−ky ,kz

= Υ−kx,−ky ,kz
+ (−1)nzΥkx,ky ,kz

= (−1)nz
(
(−1)nzΥ−kx,−ky ,kz

+ Υkx,ky ,kz

)

= (−1)nzΥΓ
kx,ky ,kz

v Ý¾¥ ÜAÜ w
�*�«¡2�e�£¡#�w�£���Y�����w���Y�2�����Y��¡#�����A�^�¨�V�

êk

§¨���^�Y���%¡��A��¡��w�£�������Y�w��¡#�Aª«�w���#Ã»¡#�V��Â±�w¬V�e�����e=���w���2��¬V���wª«��¢��V¥
ΥΓ∗

kx,kz,kz
e∗k = (Υ∗

k + (−1)nzΥ∗
kM ) e∗k

= (Υ∗
k

+ (−1)nzΥ∗
kM ) e∗

k

=
(
Υ∗

kx,ky ,kz
+ (−1)nzΥ∗

−kx,−ky ,kz

)
e∗k

=
(
Υ−kx,−ky,−kz

+ (−1)nzΥkx,ky ,−kz

)
e∗k

= (−1)nz
(
(−1)nzΥ−kx,−ky ,−kz

+ Υkx,ky ,−kz

)
e∗
k

= (−1)nzΥΓ
kx,ky ,−kz

e∗k
v Ý¾¥ ÜTÞ w

ÀG���^¡#�¨�Y�w�����T�e�����±�/¡��A�^¢��������A���^�A�*�Y���^�A�£¢/®�V���A���G���e���w�T���e
k
�e�^¢

x
ðç§��w�£¡������=�Y�w� v �Aª«�����Y�2¢
w=�^�A�Y�Aª«�#���2�

�e
Υ
ð §µ���^�n�A�(���»¡#�V�����2¡#�,�A�����w�Y�2�����Y�A�T¢»����¬A���^ª���¢��T��§����Y�u�Y���Yª«��§������u���w�X���Aª«�

k
���A���w�T��¥�²³�´���^���

¡��V���/���w�£��ª��T�e�^�¾¡#�Vª(¤w���w���w¬p§��������Y�w���w���T���2���V�2¢7����¬A�2�wª«��¢��(¬V���w�2�Y�e���2¢»¤G�
k = (kx, ky,−kz)

¥�È%�V���^¬
���^����§¨�,¬A���2°

ê∗kx,kz,kz
= (−1)nz êkx,ky ,−kz

v Ý¾¥ Ü á�w
���^������ª��^�����2���Y�^���,§��w���

kz = 0
�Y�w�����A���w�

êk
�£�,�p�Y�2�A� v �Y�A�^¢��Vª w%���e�Y���A¤w���A¥,¸z���2�A�����w�e�Y�(�Y�^���/¢��w�Y���w¬���^����¢w���Y�������Y���V�º§¨�,ªX�A¢��������A�2�Y�A�9��ª«�w����¡������|���A¬A�,�e

(−1)−nz = (−1)nz
®�A�

nz ∈ Z
¥

« ¢4¸<¢4¸ B p�º7¼�©%¨]¼´��p�¼
¥utS��º�¦�¨
���w��ÂO�^�e�����2�M�Y�w�Y�º���^�A¡��¾�£�¨�A���Y������ª«�����A�M�Y���Y�w�,�^�e��j�Y�w���»���^�A¡��A¥����w�,���T�±�Y���£¡¹�Y���V�^�M�V�

êk

�e�Y�¾���w���Y�eª«�
�A���e�����w���^�A��=���^�������^�A¡��A°

ΥΓ∗
kx,ky ,kz

= Υ−kx,−ky ,−kz
+ (−1)nz inzΥky ,−kx,−kz

+(−1)2nzi2nzΥkx,ky ,−kz
+ (−1)3nz i3nzΥ−ky,kx,−kz

= Υ−kx,−ky ,−kz
+ i3nzΥky ,−kx,−kz

+ i2nzΥkx,ky ,−kz
+ inzΥ−ky,kx,−kz

= (−1)nzΥΓ
kx,ky ,−kz

v Ý¾¥ Ü�â w
∑

ΥΓ∗
kx,ky ,kz

ê∗kx,kz ,kz
=

∑
(−1)nzΥΓ

kx,ky ,−kz
êkx,ky ,−kz

v Ý¾¥ ÜTã w
éV÷



���w�£��¡��A�º�V�w����¤|�,®�^���^�����2¢º®�A���A���
x
§��^���

kz 6= 0
©
kz
�£���X¡#�Vª«�w����Ãp���e�^¢��Vª ���e�Y���A¤w����®�w���^�������w¬

ê∗kx,kz,kz
= (−1)nz êkx,ky ,−kz

v Ý¾¥ Ü2ô w
�e�|¢p§��w�2�

kz = 0
©
êk
�£�����Y�2�A�>���e�Y���A¤w���V¥

éVé
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[ Ð�ÊÌÒ ÒP� UÌÒ

• ~��VØ|Ú=�2�2Ûl� � G�G(j�dc±Û × �aB7 þ #ã&)e ä �A��¬V�2�����_�2�A¯������»�Y�w�Òü
û 4 êeéG��ü�êuÿeì4é(,s��¥M¶�C�Y���%���w�Èîeþ$
»îuë�ý5
���w� v ªX�e�����2�uw�¢����|���������2�X�%�w���V�������»�O��¡��������e���T¢c¢��w�7�Y�¼¬V�Y�n�G���±�0�e�^¢½�w�Y�2�Y���w�Y�A¥D¶¨�Ú.�êuÿuû�,�ü � þ�ý5
c���^�
�w���T�����w�Y��¢����V�w�_�2¢��e�|¢7���w���V�Y¡#�����£���Y���V�^��®�Y�AÄ��������w�^�V���V¥�È%�2�^�����Y���T������XªX��Ã���ª��wª��A��ª«���w��ª��wª
�e��Y�w�������O��¡��������e�����A�^�����w��§ �V���|�T�e¯������7�Y�w�Úü�û 4 êré��4ü
êuÿrì�é(,s�!�A*�Y�w�»ú�f¤²�¥

• ~Äö ×  � Ø_Û × � ���w�����V�Y�������T¡¹�Y���V�p�_�A���V���A*�±§¨���|�e���e�����2�7
�êuûW.}ê(��þ+ÿ`�¹¥µ���w�£���|�V���O���£���w�e���^�A�����e=���^��w���A�w�,���»§��w�£¡��º���w��¬V����¢��2���£¡��¨�����A©^�A�º���w��x<û�þ�ý�ÿuë�é+z(�A�^¢�| � êeþ�ýq.�þ0��{i�����������2���V�º�Y�w�,¤|�V�w�^¢w�A���p�e
���w�/¢��£��¯_¥ v ��¥ �hg � ì�éÍë ] 9Rý�ê@x<û�þ�ý
ìÍw

• &�Û4�R&�� × � ���^�������^¬A�w�£�e�Y���±�»���¾���w��¤_��¬A���w�w���w¬7�e-�Y�w���%�w���A�������A¥,¶¨�¾�Y�w�(�Y��ª«���ez�Y�w�«õµ��¬ºõ��A�w¬���w�����w���A�2�Y����§¨�V�������^�w�����2����¢��2�^�����e�|¢��w�e�T¥ · õµ��®�A�Y�����^��õ¨��¬ºõ¨�A�w¬
\|���¾��ª«�2�A�w���w¬A���2�Y��¡#�V�^¡#�2���2©
����ª���¤_��¬O�e�º���V¬A�#�Y�w����§����������^�A¡���§������7�Y�w�/õ¨��¬Xõ��e�w¬|¥

• &��R�w��(Ð&�Ø�Ù]	 ¶��u�V¤GÂ±�2¡#�¾�Y�^���,��ª«���Y������¬V�V��§����Y�¼�º���_�2¡����_¡(���A¢��£���Y���V�u¡#�^���V� v ¸z�£�e�|¡�¯�\ �����n§�w%¢��#¿�|�2�^¢����w¬«�A�7���2ª��_�������Y�w�Y�A¥
• &�Ø��Ø	_�wÛji	kml × Ø_� ¶��*���e�^���G�����e�^���A� v ¦%�w�w¬V�A���£�e��w/ªX���Y�w��ªX�e���£¡#�£�e� v Ü2÷VëVÞ ¿ ÜT÷AôAë w¹¥ ¸z�w¤^���£���^�2¢½�w���§µ�V��¯��µ�e��O�G�_���Y¤|�V���£¡�¬A�2�Aª«�#�Y���X��� Ü2÷ á Þ ¥
• þ Ûl���AÚ7�ï�AÛl�n�}�+ni þ Û®���VÚ,�ï�a�½B,O�� ���w����ªX�e�����2���-¡�����¡#��� � ���^�w���Y�z���|¡#���V�����w¬,���|�V���G¬V�A� � �|�V���G�w�T¢����V�j¥v �2¥ �^¥zÝµ����¡#�wªX�Y¡#�Y��¤_�2¢�Ýµ����¡#���A©�²³�|��¡�����¤|�T¢»Ýµ����¡#���A©w²³�^¡�����¡#����w
• þ Ûl���AÚ7�ï�2�A��Û®�3GÙ þ Û®�����4Vi¶�2�½B,O�� ���w�/�w�w�£ÂO�w��¡�����¡#��� � ���^�w���Y�,�^�A�Y�����w¬«�Y�w���V�w¬A�»�T�A¡����A�2���Y�#Ã7�e���_�A���G¬A�V� � �_�A���G�w�2¢��Y�A��¥ v �2¥ �w¥µÝµ���Y¡��wªX¡#���Y¡����V©O²³�|��¡�����¤|�T¢Ýµ����¡#���A©�²³�^¡�����¡#����w
• þ �RØ|��GÙ½Û × �2���w�� ¶\�w�w���A�2�Y����§����Y�7�^�������^�^���Y�(¢���ª��2�^�����V�^��¥�²ò�����A�V���wª«�,�£�¨�^�w�����A¥
• þ �RØ|��GÙïÛ × �/Û4�  ¶ �w�^���V�������%���^�e�������V�^�µ�#Ã��^�e�|¢����^¬��A�^¢p���Y�A�����µ¡��A�O�����A¡#�����w¬(���O���«�(�����w¬V�w�£�e�Y���±�V¥
• þ #m& ���2�Eú£û��	�Ôþ+ÿof þ+ÿréÍû 4 ë���ê�²�ë}ÿ+{W
�éÍû�,Gýä.
• þ Ø_���ïÛl�i#`ÛR�e��Ø%$(�}��È&��w��()�|��Ø|Ú × Ù'i þ #ã& ���w�����A¢��£���Y���V�/®�Y�Aª`�Y�w�L�(,Géb½rë�ÿuêÒû�½ � ë���ì¥�eÿuë�ì�ì�êeé�þ�ý5
���^�e�/���T�A¡��w�T�¾�|���w��§�¥p���w�X���A¢w���e�����A�¼�^�A��¡��O�V���T¢ ¢���§��¼¢w�w�X������Ã��^�e�^�����A�¼�e¨���w���%�w���V���������Y�î � ë}ÿ+{ÈîuûW.AB����A¢��£���Y���V�º�A

3.7K
¥

• þ Ø��3O� × ÛR�AÚ=�pi��Ûl�VØ��R�wÚ=� �»æ����YªX�e�´�A�,¸��A�������¼�V�±�Y���V�w�Aª«�2� v Ü2âGå á�¿ ÜTã�â á}w¨§��w�»�_�A�w�^���A����Ä��T¢����^��w��������¡����O���Y��¡¾ª«��¢����j�A*�Y�w�/���^���V�������¾®�A�Yª(�w�£���Y�2¢p���w� ú£ûuü�êeé�ý
þ+ÿuë�ý2xÓé�þ�ý�ÿrþ ü � ê#¥
• þ Ø��3O� × ÛR�A� × � ��Û × �AÛ+�7�4 ���w���£¢��2���Y�^����§¨�����w�V�w�£¢p�w�A�%���2�,�^���A�����_�2¡#�£�e�>���7���w�/�%�w���A�������A¥
• þ Ø_���ïØ��RØ���	 ÀO�Y�^¢��7�e��Y�w�/���^���V���������������Y���£�e�Y¬A�T�±���Y¡��e���2�2¥
• þ �RÛbÀMØ|��Ùc�2��� × ���òØ^���ï�w�2ÛlØ × ¶b�����e�|�±®�V��ªX���Y���V���Y�^���������e�|���£���Y�2���e���>�_�A���V���¨���w�/�Y�eª«��¢��£�±���e�^¡��A¥

Ü2ë^Ü



• þ Ø_���ïØ��RØ��_Ûl�V��� � ��Û × �AÛ+�7�4 ���w�,��¢w�2�����|�������w�/�%�w���A���������£���w�Vª��V¬A�2�w���V�^���e�^¢7�£���A���Y�A�w�£¡e¥
• þ Ø%��O�nÛ × � �µ��� × �a�òØ|���c���2ÛRØ × � ���^�¼¬V���V�w�Ð�A����Gª«ª«�#�Y�����2�º�e����w�¼�w�w���A�2�Y�Y�e�,¡#���V���Y���w¬½���^�V¡#�V¥���w�2���¾�A���%���w�,¬A�Y�A�^�X�ej�Y�Y�A�^�±®�V��ªX�e�����A�^�z���^�e�µ�Y�Y�A�^���£���Y�2�M���w�¾®�w�^¢^�eª«���O�Y�A�>¢��AªX�e�����Y�����Y�¨¬V�w�V���
¡#�A�^���T��¥ v �2¥ �w¥-¦��V���V�w�Aª��pæ����V�w��w

• � Ûl�nÛR��B,�4V� � Ø��ï�^Û × ¶è���_�2¡����A�9®�w�^¢w�Aª«���O�Y�A�j¢��AªX�e���j©w¡��A�Y���T���_�A�^¢w���w¬(�����«¡#�2�����e���p�_�A���O�����7���^�ª«�A�w��®�A�£¢>©w¡��A�����2¢����w�,¤^�V���,�_�A���V���Aj���^�e�%È%���Y��¡��w���#��¢��Vª«�A����¥z���w��¢������Y�A�^¡#���e=���V���Y�X�|�V���O�����º���^�È%�����£¡��w���#�/¢��Vª«�A���´���7�Y�w�X¤^�A���«�|�V���O�/�£�����^�A���������Y�w���¼���^��¢������Y�A�^¡#���Y�»�A�G�¬A�w�O�±�/¡��A�w���2���e¨���^�
¤^�A���M�_�A���O�2¥=²³���w�V��¬V���V¤^�e�������^�Aª«�A¬V���w�2�A�^�=���|�A¡#�T�j�Y�w��È%���Y��¡��w���#�z¢��VªX�e���(�£�=¢w��Á9���Y���O��®�A�-¢���Á_�2���2�O�
¤^�A���¾�_�A���O�Y�2¥µÝµ�A�^�����Y�^¡#�����A�7�e��Y�w�/È¾���Y��¡��^�����%¢��AªX�e���7����¬V���V���º���7�^¬V�w��� v Þ ¥ ã w¹¥

• .¾Û × �2�aGÛ × iw~6�l�3O�n� ¶ æ����YªX�e�/�w�G������¡������ v Ü2÷Oåeé ¿ Ü2éOãAã w#¥9 z���|�±�Y������¢��2�A�2���V�|�T¢,���w�¨�Y�w���V���,�e^���_�2¡#�£�e��e�^¢º¬A�2�w�����e�9�Y���£�������G���±�V¥
• .¾Û × �2�aGÛ × �Ó × �TØ|� ¶Ñ���e�w¯ Þ �Y���^���A�X§��^��¡�� ¢��T��¡�����¤|�T�«���^�¡#�w�Y�������^���»�e����^�A¡��#����ª«�A¥ �¾���|�e�����§��������Y���»�A�

Gµν
¥

• �>�2��G�T� � . × O���
	 �Ó × �TØ^� ¶!���e�^¯ Þ �����|���V�(�^���2¢ �Y�u¢��T��¡�����¤|�p���w�7¡#�V�V�Y���O���A����w�7���w���A�2�Y�������
}êeý�êeéÍë � éÍê � ë�ì�þ)�aþ�ì�B�¥M�%���^�A������§��Y�����������V�
Tµν

¥
• .¾Ú=���RÛlÙ ¶bæ����2��¯«ªX���Y�w��ªX���Y��¡����A��§��w�/�����A�2¢����p¶%����Ãw�e�^¢��Y�£�/�e�Y�A�w�|¢Xá ÞAã õ�Ý0�Y� ÞAôVã õ�Ý¾¥e M�^¡#����¢p���l�eª«�A�^�¨®�V���w�£��¤|�G�A¯ · ���w�� M���2ª��2�O�Y�a\w���»§��w�£¡��º���w���Y�w���2�¨®�A�=·<ë�ì�
�êuû�� êrì�é(B��e�Y��¢��2�Y¡#�Y��¤_�2¢j¥
• .¾Ú=���RÛlÙ7O� × @EGØ�� O����	 ������? � ë�ì1è>êuû�� êeì4é(B�¥
• .@�>Ú=ÛlÙ=Ûl�2�2� × � ;MÛ × G� �*§µ�«�����w�T��§����Y�p�Y�w�/�������Y��¤^���������|�������V���Y�«�|�V���O���A�º�������w�2�������w���^�V���(�^ÃG�T¢¢������Y�A�^¡#�/���X�Y�w�(�A���w�2�������w�V¥�²³�� z�^¡����£¢��2�A�u���^�A¡��(�X�����w�(�2ÂO�w�£¢������Y�A�O�����7�X¬A�2�G¢w�2����¡,�£�%�X¬V����¢��T���£¡
�������2��±©µ��� ���w�w���Y�£¡��e�����^�A¡��7���X���X� �(� ë �)� ÿrþ�é�ÿ � ê�¥ v �2¥ �qg � ì4é�ë2x<ë�éÍë �)� ê � è>ê�û&.�ê`��þ+ÿ(�¹©rg � ì4éÍë2x>ë�éÍë �)� ê �è<êuû&.�ê`��þ+ÿ(��w

• 9<�l����@EGØ�� O����	 æ����Aª«�����Y���A��/����ª«�w����¡��A�w�w�T¡¹�Y�2¢X����¡��e�����(�£���A���Y�A�w�£¡����^�A¡���§��w���Y�����^���V�w¬A���e�G�¬A���A���¼�_�A���V���A�w���u�V�w��¬A�2��¢��2����¡«¢��G�T�/�w�A�/���O���2�Y���2¡#�/§����Y�c�e�^�e���^����¬A���A�2� ¬A����¢��T���£¡e¥7¶��£���¡2�e�����T¢
 z�^¡#���£¢��2�A�º¬V���Aª«�����Y�A¥ v �2¥ �^¥�C�ü¹%�êeé�þ+ÿ�ë � è>êuû�� êrì�é(B�©°E�B�ü�êeéeîuû � þ+ÿÈè>êuû�� êrì�é(B�w

• 9<�l���Ã�¨Ø^��Ú=� ���w�X�Y���^��� · �����Y�A�Y�^��© T2 = S1 × S1 §������ ë ¡#�^�������Y�w�Y���2�A�2���G§��w�2���V¥X¸=�O������¤w�����Y���ª(¤_�2¢º�£���Vª������Y��¡2�e�����p���
R4 ¥

• 9�Ú × Ù=���  × �2�
� � Ø��ï�wÛ × i�9 � ¶`�_�A���O�^�2¢��Y�A�����uá�¢���ª«���^�����A�^�%�A�%�_�A���G¬A�V�7��� Þ È(©|§��w��¡��´¡#�A�w¿�Y�e���^�����V���Y���|�V���O���eµ���w�«ªX�e�^��®�V��¢´�A�w�����A�|¡#�X�e�^¢´¡��A�´¤_�«�^���T¢�Y��¡#�A�|�±�Y���^¡#�¾�Y�w�XªX�e�w��®�A�£¢¤G�
¬A���w���^¬����V¬A�����w�2�%�Y�w���A�w�w�Y�A�w�Y�£���������£¢��2��§������¼�e�w�w�Y�A�^���£���Y�/�A�Y���2�O�Y���Y���V�j¥����w���w�w���A�����Y�e�*¡����A�2�����w¬
���^�V¡#�/¡2�e�¤_��¡����T�����T¢7¤O���V������ª�¤w�����w¬������V�����e� v �����|�w���Y�(��-���w��¡#���V���Y���w¬����^�V¡#���£�%�V�|�2��w��w���2¡��2�%�e
���w�«®�w�|¢w�eª«���O���e�M¢��VªX�e���´�Y�A¬V�#���^����§������0�w�Y�A�_�����£¢����O�Y���|¡2���Y���V�^��¥7ß��V����®�w�^¢^�eª«���O�Y�A�M¢��Vª«�A���|�
¢����Y¡#�|�����2¢º���º���^�����Y�w�2���£���e�Y��È¾�����£¡��w���#�%È¾�AªX�e���^�2¥

• @E × O������5È%�l���TÛØ�jÛ®�u	 ¶ �Y�w���V���¾�e��w�G�����£¡��9����§��w�£¡��/���^�V¡#������ª��-�£�>�w�A�*���Y��¬V��¢�ªX�e�w��®�A�£¢�¤w���=§��w���Y�ª«�e���Y����¡#�^���V�2�����|�A¡#���A�^¢º���^�V¡#�,��� · �w���|¡#�2�����w��ª«�e�Y���V�º�A*ªX�������2�2¥ v ��¥ �w¥MÀG�_�2¡����A�jð����£���Y���G���±��w
• @7�wÚ*�T�si þ �����ª9��nÛ4GÙ���Ûl��B ¶èæ����YªX�e��ªX���Y�w��ªX�e���£¡#�£�e� v ÜnåVåAå ¿ Ü2÷OãAã w=¯O�^��§��X®�A���w�£�¨ª«�A�G�«¡��A�O���Y��¿¤w�������A�|���Y�º�X�£�e�Y¬A�/�G�wª�¤|�2�%�AM��¡����2�V�Y���_¡��^�2��¢w�2¥,È%�£��¡����A�2���T¢º�G�G�_���Y¤|�V���£¡�¬A�2�Aª«�#�Y���»�e�Y�A�^�^¢ Ü2÷VëAë¤w���µ¢��£¢X�w�A�M�w�w¤^���£���X���µ�V���M�A_®�T�e�µ�e>�w�£�z�Y���w�������Y���V�X¤|�2���w¬/�Y�e�Y�w�£���^�2¢�¤G���A���w�2�MªX���Y�w��ªX���Y��¡����A�^�2¥
• @E × Ú=� ���w�/�Aª��V�w�O���e*�^�A���2� v �V��¤|�����Y���T©w�^�e�|¢����T��w���ªX�e�^��®�V��¢º�^�A�2¥
• @EOØ�Ù,G�TÛl�A� ���w�%����¡��e���������w�A�����T�±�¨�^���Y��¤_�#�±§¨�������±§µ�/�_�A���O�Y�µ�A�p�/ª«�A�w��®�A�£¢>¥�²³�� z�^¡����£¢��2�A�º���^�A¡�����w�£���^���Y�»�����|���^�A�����p¡2�e�����T¢º�«�������e��¬A�O�¨�����w�A¥µø¾���«���^�w���Y��¡2�e�>���^�A¡��������£����
�éÍêuë�ìÓÿeþ�éÍÿ � ê#¥
• @E�lÛlÙ765È ¶ G�e�TÛlØ × ¶ �����e�|���£���Y���V�^�z§������»�/�Y� · �T¡¹�Y���V�p�e���A�w¬(���w�������w���^�A�Y�A�������^�������w�¾�����e�^���£�������A��¥

Ü2ëOÞ



• @º��G��� þ Û®�����4 ¶\¡#���Y¡������A�»�����w�^���Y��¡2�e�>���|�A¡#�¾���|�������V�Y�������T¡¹���M�±§¨�«�e�O�����|��¢w�A�9�|�V���O�Y�2¥ v �2¥ �ÄC � ë �)�ú7þ�é�ÿ � ê�w
• @º��G��� � O�����a ¶ ¢����Y¡#�|�������V�/�����Y�w� Ü2éOÞeë ��§��w�#�Y�w�����Y�w�����w���A�2�Y����¡#�A�|���£�±�Y�2¢(�e|�V�w�zæ,�e�£��Ã��,�A�w���A©�A��§��w�#�Y�w���%���%¡��A�^�������Y�¨�A������V�����e�9¬V�A���eÃG���2�¨����ª«�����A�����X�A�^�¨��§���¥
• � Ø��RØ × Ø��®	 @º��Ø_Ú]� ���w�(�^�A���A�w�Vª(�p¬V���V�w� Γ

�£�¾�����w¤^���#���e����^�(®�w���=�����Aª«�#�Y���7¬A�Y�A�^�
G
�A-���w�

�w�w���A�����Y�e�z¡#���V���Y���^¬7���^�A¡��«§��w��¡��ï�V¡�¡��A�w�O�,®�A���Y�w���£¢����O�Y���|¡2���Y���V�^���e¨���^�X®�w�^¢w�Aª«���O�Y�A�M¢��AªX�A���j¥
���w��¡#�Aª«�^�V¡¹��ªX�e�w��®�A�£¢»¡��A�º¤_�����2�w�Y�2�����O���T¢�¤G�����Y��¬V���V�w�7�����Y�^¡#���w�Y�

G/Γ
¥

• � Ø��ïØ|�2Ø��2	Ä@º��Ø_Ú]� ���^�X¬A�Y�A�w�¼�e�¡#�£�A�Y���T���e����G�A�|�����^�e�(¡��e� ¤_�«�����e�^��®�A�Yª«�2¢¼��ª«�G�e�Y�w������O�Y��A�w���A�w�e�Y�w���T¥-ø¾�«�Y�w�¾���w�w�2�������w�£�z¬V���V�w�«�^�A�M�A�w��� Ü ������ª«���O�µ�����|¡#�%�A���|���G�A�|�M¡��A�X¤|�������e�^��®�A�Yª«�2¢���O���«�V�w���e�w�A���w�2�2¥
• � 	2�3O�T�µØ��RÛl� @EOØ�� O����	 æ��2�Aª«�#�Y��� �A��D����ª«�w���Ð¡#�A�^�w�2¡#���2¢ ����¡2�e����� �£���A���Y�A�w�£¡u���^�V¡#�¼§��w���Y����w�Y�A�w¬V� �e�G�½¬V���V��� �_�A���O�º�����^�w�����´¬A����¢��T���£¡��º¢��ï�w�A�p���V�Y�������T¡¹�7§����Y� �e�w�A���w�2��¬A���A�2� ¬A�2�G¢w�2����¡A¥v �2¥ �^¥¾C�ü�%
êré�þ+ÿuë � è>ê�ûA� êeì�é(B�©ä? � ë�ìÚè>êuû�� êrì�é(B�w
• Õ#× �VÛ®�����4ni Õ�× �a�7B7O�� ���w���£�e�Y¬A�T�±��¡�����¡#��� � ���w�^���Y���2�^¡#���V���2¢7�����«�|�V���G¬A�V� � �_�A���G�w�2¢w���V�j¥ v �2¥ �w¥�Ýµ����¿¡#�wªX¡#����¡#���A©|Ýµ���Y¡��wªX��¡�����¤|�T¢»Ýµ����¡#���A©�²³�^�Y¡#�Y��¤_�2¢�Ýµ���Y¡�����w
• Õ#×¥¶ ���TÛlØ × ���w���_���Y����¢«���^�A�������(��C�Y�������^�L²<þ$
G²1ë�ý�
(§��^���«���^�����w���A�2�Y�����#Ã��^�e�|¢��2¢��#Ã��_�A�w�2�O���£�e�����V¥²³� · ���Y���V��¡2�e�^���2¢/���w��ÂO�^�A�V�Y�wª · �^¡#���^�e�����A�^���������w���w�Y��ª«�V�Y¢��£�e��¢��2�^�����±���|���£¢/�Y����Ã��^�e�^¢/����¡#�O��ª«�£¡
�w���V�|�V���Y���V�^�2¥

• Õ#× �a%�|�n�w�aGÙÄ���w��B*� � = Ø��4��®5À3G�e� ���w���#Á9�2¡#�����^�e�%�Y�w�(�2�V�Y���Y��¬A���n�G�������Y���V�^�e�9�^�2��¢¤|���±§µ�2���»���^�Ý¨ßõÐ�e�|¢p�^���^�A���V�p�Y�w�����w�2��¬V���e����w�w�e�Y�A�7®�Y�Aª �Y�w� útfÞ²�¥ v ��¥ �w¥SC2ë�ÿ	%5�('�ÁÔû � ½rê ê/Â�êuÿeìÍw
• Õ#× �T�e��Ûl�3GÙ þ Û®�����4niÓ�2�½B7V�� ���w���w�w�£ÂV�^��¡#����¡#��� � ���w�w�2���,���e�w¬V���O���Y�p���V���Y�º����¢w� � l�V¡#�/�AM���_�A���V¿¬A�A� � �_�A���O�^�2¢��Y�A�j¥ v �2¥ �^¥µÝµ����¡#�^ª«¡�����¡#���A©^Ýµ���Y¡��wªX��¡�����¤_�2¢�Ýµ����¡#���A©�²³�^¡�����¡#����w
• Õ �2Ø�� O����	 ¶c�����e�^��®�A�YªX���Y���V� v �^���^�e�����/¡��e�����2¢ Λ

w>�Y�^����ª«���A�2�����V���Y���_�A���O�
x
�e_��ªX�e�w��®�A�£¢ v §��w�£¡��

���,�^���^�A���������^�X�w�w���A�����Y�e�-¡#���V���Y���w¬7���|�A¡#��w%�����e�w�A���w�2�,�|�V���O�/�A�´���^�Xª«�A�w��®�A�£¢u§��w�����X�w���T���2���G���w¬
¢������Y�A�^¡#�T��¤|���±§µ�2���7�|�V���O����¥

Λ : x 7→ Λ(x)
v È�¥ Ü w

dist(x, y) = dist(Λ(x), Λ(y))
v È(¥ Þ w

• Õ �2Ø�� O����	 @º�nØ_Ú,� ���w��������e������Aª«�#�Y�����2�«�A��¼ªX�e�w��®�A�£¢>©��^���^�e�����ï�e¾���w���w�^���V�������A��¡����A�2�����w¬���^�V¡#�V¥
• j �+GÛ × i
9]%�RÛØ0 ¶ æ����YªX�e��ª«�e���w�2ªX�����£¡#�£�e��¯G�w��§��/®�V���w����§¨�A�Y¯,����¬A�Y�A�^�����w�2�A�Y�A©�®�^�^¡¹�Y���V�(�Y�w���V���V©�w�A��¿ò z�^¡����£¢��T�e�7¬A���Vª«�#���Y�A¥
• j �+GÛ × &�Ø|�����+ ���^���V�w���º¡#���V���2¢p�w�A�w¿q�V�������O�Y�A¤w���¾�2�V�Y���Y����� · �e� Þ ¢���ª«�2�^�����A�|�e�>ªX�e�w��®�A�£¢>¥
• j �+GÛ ×�� Ûl�T� ¶ ª«��¢����=�ez�Y�w�(�G�G�_���Y¤|�V���£¡/�w�£�e�^�(§��w�2���(���w�������|�w���Y���^���A�w�(�£�,���w�Y�w�w¯º���p���w� · �e��w�w���%¢�����¯��������^¡��»��ªX�e�w�w�2�����^�e��¬A�2�G¢w�2����¡2�µ¤_�2¡��Aª«�/�������e��¬A�O�¨�����w�2�2¥
• #`� × Û+�òØ��RÙ ¶��(��¿ò¢w��ª«���|�����A�^�A�A���w��l�V¡#�V©T���Aª«�#�Y��ª«�T�j��ª�¤|�T¢w¢��T¢����/�����A��¬V���j¢���ª«���^�����V�^�e�O���|�A¡#�V¥j�A¥ ¬^¥���w� Þ ¿³¢���ª��2�^�����V�^�e�w���w��l�A¡#���A>���Y�A�Y�^�2©e�|�O������¤w������ª�¤|�T¢w¢��2¢«���Xá�¢���ª��2�^�����V�^��©V�A�M��áe¿ò¢w��ª«���|�����A�^�A����w��l�A¡��¾�A����G�G�|�2�Y���w�w�2���V©G�|�O������¤^�����2ª(¤_�2¢w¢w�2¢7��� â �A��ª«�V����¢���ª«���^�����V�^�2¥
• #ãO����Ûl� ¶ �Y�A�w¯ Þ �Y���^���A� v Þ ¢���ª«���^�����V�^�e��ªX���Y����Ã
w��|���T¢®�V�,�º�w�A�����A�u�A¨¢��£���Y�e�|¡#���A�´�7¡#�^���V�2¢���^�V¡#�V¥
• ;MØ|�=�w��B7��j�e(2	Vi=�ÛØ(|Ø��l�^Û Õ �w� × Ø%�jÛl��B ¶èð��^�Y���£�e�7ªX�����^��ªX���Y��¡����A� v Ünå�éOÞ ¿ Ü2÷Oãeô w#¥ � ���������^�w¤w�������w����e������|¢����T�X�e,�G�G�|�2��¤_�A����¡7¬V���Aª«�����Y�ï��� ÜT÷VÞeé ¥D¦%�G�|�2��¤_�A����¡»¬V���Vª������Y�0���p�e�£���0¡��A�����2¢D��C�Y�����^��ªu]û}î�ë}ÿ+%
ê`�W��{�BÄ�4ü
ë�ÿuê�¥

Ü2ë á



• ;MØ|�=�w��B7��j�e(2	��2���w�} ������EGB�ü
êeéeî�û � þ+ÿÈè>ê�ûA� êeì�é(B�¥
• #`Ú,�l�2Û þ Ø ×*× G�e�aGÙ ¶ ªX�e�^��®�V��¢»§��w�2�������Vª«�(¡#���V���2¢�¡�����¡#���2�¾¡��e�^�w�e�%¤_��¡��A�O�����A¡#���T¢7���p�p�|�V���O�2©�A¥ ¬^¥=���w�,�Y�A�Y�^�2¥ v ��¥ �w¥�C�þ)�>ü � B ú£û�ý�ý�êuÿrì ê	.�w
• #`Ú,�l�2Û+�MØ��4Ì�iG�e�2Ø|��� ¶ �V�2¡#���A��¢w�2¡#�Vª«�|�O���������A� �e,�Y�w��útf¤²�¥����w�ª��w���Y���_�A���u¢��T¡#�Vª��_�V���������A�
�Y�e¯V�2�����O���p�V¡�¡��A�w�O�%�e���*¢w��¬A�Y���T���e�®�Y���T¢��Aªû���^�e�%���^�/���T�e�=¢����^�����±�p�^�2��¢»�A����w�XÝ¨ßõ �|�A�2¥¨²³��A�����ª«�w����¡��A�w�^�2¡¹�Y�2¢º�w�w���A�2�Y���%�Y�w�,ª(�w�������_�A�����V�2¡#���A���¨���w�V�w�£¢p¤_�,�w�^�e����¬A�w�T¢>©O���w�£�������^�e�����w��¡2�A���¾���
��ª��w������¡��A�w�w�T¡¹�Y�2¢º�w�w���A�������A¥

• � �3 × Û × �)�=�^�� ¶�ªX�e�^��®�V��¢½§����Y� �e����¢w��ª«���|�����A�^�«�A¾�����^�w����������Ä2�A¥ ¶�ª«�A�w��®�A�£¢c§������ ���Aª«�¢����Y�2¡#�����A�^�µ�^�^���Y�/�e�^¢»���Aª«�,�����|�w���Y�����%¡��e�����2¢7���2ª���¿ò�A�_���j¥
• � �3 × Û × �/Û4�  ¶è���w���A�2�Y���¾���^�e��§������j�#Ã��^�A�^¢p®�A�Y���A�2�2¥ v �2¥ �w¥iú � ûi�eê	.6þ�ý´æ]þ)� ê�w
• �«��Û+ × �2�w�=Û4�lÛ®�u	 ¶ûªX�e�^��®�V��¢ï���^�e�«�|�A� Þ ¢��£�������^¡¹�«�A�Y���2�O�Y���Y���V�^�������A�Y�����O�Y�A¤w���V©z�uªX�A�w��®�V��¢c§����Y��A�w��� Ü �A�Y���2�O�Y���Y���V�p�£���w�A�w¿q�V�������O�Y�A¤w���A¥
• � �������4�+%��@EOØ�Ù,G�TÛl�A� �*§µ�¼¬A�2��¢��2����¡2�����^�e�����O���2�Y���2¡#�����D���w�2���X��ÃG�����|�����A�c��� ���w�^�w���±�A¥ ¸-�e���e�����2�¬A����¢��T���£¡���¢��«�w�A���#Ã��£�±�����»���w�w�2���£¡��A�>���^�V¡#�V¥ v �2¥ �hg � ì4éÍë�x<ë�éÍë �)� ê � è>êuûW.}ê(��þ+ÿ`�¹©ä�[*-,Gþ/.�þ0��ì ë�ý
ìvu½þ�ý�ê(��w
• � Ø_Û × �A����h þ Ø × �aG�A�2Ú*�� ¶D¡#�V��Â±�2¡#���w�Y�¨¤O�,¸��A���^¡2�e�Yìz���|���-�±�������T�j�Y�^������|�¾á¾¢���ª��2�^�����V�^�e�OªX�e�w��®�A�£¢�^�A���º���Y���O�£�e�=®�w�|¢w�eª«���O���e�z¬V���V�w� v �R¥ �A¥��»����ª«�w���´¡��A�w�w�T¡¹�Y�2¢´ª«�A�w��®�A�£¢
w������Y�w��á�¿³���w�w���Y�A¥X¶¾�,�e
ÞeëAëOã �����£��¤|�2�������V�2¢u���7¤|���w�Y���A�2¢¤O��¸��2���2��ªX�e�u��� ÞeëVëVÞ ¤w�w�,�^����§¨�A�Y¯7�£�,�±�Y�������w�^¢��2�,���2�O����§è¤G����w��ªX���Y�w��ªX�e���£¡��e�j¡��Aª«ª(�^�w���±�V¥

• � Ø_Û × �A����h � Ûl�a( ¶ ª«�G¢w����®�A���Y�w�«�O�G�_���Y¤|�V���£¡��w���A�w�«§��w���Y�����w�«���O�Y���Y���^���A�w�«���,���w���^�w¯»���7���^�· �����w�w���(¢��£��¯´��� ���^¡��¼�»ªX�A�w�w���,�Y�^����¬V����¢��2���£¡��,¤_�2¡#�Vª«�«�A�Y¡2���e�¡#���Y¡����T�¾�_���Y�_���^¢��£¡#�^���A�,���»���^�
¢����Y¡�\ ��¤_�A�w�^¢^�e�Y�A¥

• � Ø_Û × �A����hni �  × ��	 � �Y�A�^¡#�«ªX���Y�w��ªX�e���£¡#�£�e� §��w�¢��2�A�����A�_�2¢´�Y�w�X¸��A���^¡��A��ìX¢��£��¯¼ª«��¢����-®�V�����^��O�G�_���Y¤|�V���£¡��w�£�e�w�V¥ � �eª«�A�|�¨®�A�����^��x<û�þ�ý�ÿ�ë�é�z ÿuû�ýxweêuÿeìl,Gé�ê#¥
• � �2Ø��+%�'	 æ����2��¯ �  z¬V�G�����£�e�p�V�±�Y���V�w�Aª«�2� v éVë ¿ Ü2ôV÷ w¹¥=¸z�Y�A�_�V���2¢«�Y�w�,¬A�2�G¡����O���Y�£¡�ª«��¢����>�Aj���w���%�w��¿�A�������A¥
• 56G�AØ��u��Û × ���TÛlØ × ���w�¾�^�Y���¨¡��Aª�¤w���|�������A�p�e>���^�¾���A�w��Ä��T¢��G�^¡����2�_�A�^¢��2���T¡¹���Y�A�|�z���V�Y���e���Vª«�2¥����w����^�e�w�_���^�2¢7á å�é ¥ ëVëAë �A�2�A�Y���eC�������Y�w��¤w��¬«¤^�e�w¬«§��w�2�7���w�/�%�w���V��������¡��O�V���T¢X�Y��á ëAëVë í«¥
• 5pÛ+%�ï� ×*× iG&�O� × B=����Ù ¶½æ��2��ªX�e�(ª«�e���w�2ªX�����£¡#�£�e� v Ü2÷OÞeô ¿ ÜT÷AôAô ww§��^�%ªX�A¢��µªX�e�G��¡��A�O���Y��¤w�������A�|����X¢���Á_�2���2�V�Y���A�>¬A�2�Aª«�#�Y���V¥
• �j�w��B=� � = Ø��+�� �ÀªO�A� ���w�«¡��^�A�w¬A�/�AM���^���Y¬A�»�eM�º�w�w�A���A�u§��w���´����¡#����ª�¤^���A���,�A�%l�e���������O���º�A��|�A�����O�Y���A�|§¨�����9���p���w��¢��2�^�����±���^���£¢p�e�¨�Y�2¡��Aª�¤w���|�������A��¥*¸z�^�e���V�^�µ®���Vª'�w��¬V�º¢��2�^�����±�X�Y��¬V���V�^�z�^�n�V�
���,¡#����ª�¤��V���-�e_�¾�_�e���2�O���£�e��§¨�����O§��^��¡��«¡��A�^���T�=�������,���G�V���M���^���Y¬A�/�A¡2¡#�V�Y¢����w¬%���,¬A�2�w�����e�O���2���e�����G���±�V¥
¸z�w�e�Y�A�^�=®�Y�Aª ������§D¢����^�����±�(�Y��¬A���A��l�e�������V�Y�/�,�|�A���2�V�Y���A��§µ�2���|�e�^¢�¬V�A���|�*�2�w���Y¬A�V¥ v ��¥ �w¥&y�ý�ì�ê^
�éÍë�ì ê	.
C�ë�ÿ	%5�('�Á û � ½rêÔê/Â1ê�ÿeìÍw

• �jÛ4�Ù�7�+	 þ Ø ×=× O�A�aGÙ ¶ÐªX�e�w��®�A�£¢X§��w�2���¾���V���Y��¡#���V���2¢p¡#���Y¡����%¡2�e�X¤_��¡��A�O�����A¡#���T¢(�Y���(�|�V���O�2©O�A¥ ¬^¥���w�� z�|¡#����¢��T�e�7�w�£�e�w���V���X���w�w�2���V¥ v �2¥ �^¥'f}, � ì�þ<ú£û�ý�ý�êuÿrì ê	.�w
• �)�ï�
�+� þ Û®�����4 ¶ù¡#���Y¡������V�ï����w�w���Y�£¡��e�µ���^�V¡#�X�Y�^����¢��G�2�/�^�e�����O���2�Y���2¡#�/�±§µ��A�O�����|��¢w�A�M�_�A���V����¥v �2¥ �æè¶éÍêuë�ì1ú7þ�é�ÿ � ê�w
• �jØ_Ú × Ù��2�ª�GÙ ���w�/���_���2¢7����§��^��¡��7�V�Y¡#�����£���Y���V�^�����p�Y�w���w�Y��ª«�A��¢��£�e�j���A�w�»¡��A�º�^���V�^�e¬O�����V¥
• �2�3G�VÛl����5È%�l���TÛØ�jÛ®�u	 ¶!���w�2�A�Y�u�e��^�O������¡2��§��w�£¡��0�w���«���^�V¡#�p�A�^¢¼����ª«�p�V�0�2ÂO�^�e�M®�G�e�Y�A¬A���A�^¢���w�Y�2�e�Y�M�A���9�w�|�A¡�¡������������Y�2¢«ª«�e�Y���V�^�M�TÂO�w�����A���2�V�T¥*²ò���¨�w����ª«�¾�eÃG���AªX�¨�e�Y�����^�%�wÃ��T¢X�A�2����¡#���±�«�ej����¬V�O�
�e�^¢½���^��w�Y���^¡����^����A¾�Y�^���7�e���%�w�^�V¡�¡��������������T¢cª«�A�����A�^���A�������^¢��£�������w¬A�w�£���^�e¤w���A¥ v �2¥ �w¥èæ����w�2�Y�A�
ð����£���Y���G���±�Gw

Ü2ëAâ



• �2�½B,O��Ûl�V���)@EGØ�� O�2��	 æ��2�Aª«�#�Y���¾�ew������ª«�w����¡��A�w�^�2¡¹�Y�2¢,����¡��e�����%�£���A���Y�A�w�£¡-���|�A¡#�-§��^���Y�-���w�Y�A�w¬V��e�G�ï¬A���A�2�½�_�A���O�����V���Y�ï¬A�2�G¢w�2����¡7���V�Y�������T¡¹���«§����Y� �A���%�e���^���X¬A�2��¢��2����¡2��¥ v ��¥ �w¥ ? � ë�ì6è>êuû�� êeì4é(B�©
EGB�ü
êréeîuû � þ+ÿ6è>êuû�� êeì4é(B%w

• �>�2�n�^Û+��B9��;MÛ ×  ²³���w�A��¿ò z�^¡����£¢��T�e�(¬V���Vª������Y���T�>�Y�w�M�Y���Yª`�±�Y�Y�A��¬V�O�*�����w�¨�£�*�^�e�*§¨������¢��#�|�w�2¢>¥����w�2����¿®�A�Y�¾��������¤|�������2�����X���|�T�e¯��A�¬A����¢��T���£¡��2¥
• �jÚ*���q�^���Ø��Ó;µ�w�2� ���A���2�aO��Û × � ���w�,���^�w���Y��¡2�e�9���^��l�V¡#�%§��^��¡��º���µ���^���|�e���¨�A*���|�A¡#�¾§��w���Y��§µ�����2�éÍêuÿ�ûA� îeþ�ý�ë�ì4þ+û�ý��¡�¡��w���Y���w¬^¥�²ò�Y��¢w�����Y�A�^¡#���£���e�w�^���nÃ���ª«�e���2���

13.7Glyr
¥

• �/Û+� »Ø��>;M�^���6���A���2�aO��Û × �.i tSLS
���w���Y��ª«�/�A � ë��uì¾�eÿuë�ì�ì�êeé�þ�ý5
A¥ v ¡A¥ �^¥[C°,Géb½rë}ÿ�êÔû�½zu,ëi��ì¾C�ÿuë�ì�ì êré('þ�ý5
Gw

• �µØ|��Ú*� ������? � ë�ìªì û�é(,��,�A�Þæ�û�é(,��qû�½|{1ê`��û � ,Gì�þ+û�ý|¥
• �µØ|��Ú*��Ø��i56��|Ø��lÚ*�2ÛRØ × ���w� v l�eª«�����£�e��w��Y�A�Y�^����ª�¤|�T¢w¢��2¢´���´ z�|¡#����¢��T�e�0áA���^�V¡#�A¥����V�|�V���V¬A�£¡��e��������w�/�Y�eª«���A���Y�w� · �e�����A�Y�^�

T 2 ©^¤w����§������¢w��Á9���Y���O�%¡#�^�������Y�w�Y� v �|�O���������A�/�e�����Vª����^���V¡#�2�2©�Ä��2���«�V��w��¬O�������A�,�����A���w�2�Y�uw¹¥
• ï × ÛØ��V���T���»�/Û+�R ���^�´�w�A�����A� ���^�e���e�7�2�A�2��� �_�A���V�7���^�´�Y��ª«� �����^¡��u�Y�w� ¤w��¬D¤^�A�w¬½�£�7�2ÂO�^�A�v ¢��£���Y��¬O�e��¢����w¬���ªX�e���>����¡��A� · �^¡#���^�e�����A�^�uw¹¥
• ïÈ�l������~Äö ×  � Ø|Û × � ���^�%���V�Y�������T¡¹�Y���V�X�|�V���O���e>�±§¨�Ä, � ì�éÍë>ü�ë�éÍë �)� ê � 
�êuûW.}ê(��þ+ÿ`��¥z���^���¨�_�A���V�¨���µ�w�A��^�e���z�e9���^���w�£�e�w�����X§��w�£¡��«���w�%¬A����¢��T���£¡��z�����A©O�A�����^�Lx<û�þ�ý�ÿuë�é�z�.�þ0��{«���M�����2�M�A�������£¢����Y�w�%¢��£��¯_¥ v �2¥ �] 9 ý�ê@x>û�þ�ý
ì�w
• ïÈ�l����� � �w�n�
�+�+%�Ò@EOØ�Ù,G�TÛl�A� ��§¨�p¬V����¢��2���£¡����Y�^���,¢��p�^�e�¾���O���2�Y���2¡#�%���V�������Y�w�����¾��ÃG�����|�����A�»�Y������|�w���±�V¥/�����������^�A�Y�A�������=¬A�2��¢��2����¡2�%¢��7�w�A����ÃG�£�������´���w�w�2���£¡��A���A�� z�^¡����£¢��T�e� ���^�V¡#�V¥ v ��¥ ��x>ë�éÍë �)� ê �è<êuû&.�ê`��þ+ÿ(�¹©ä��*`,Gþ/.�þ0�uì ë�ý�ì&u�þ�ý�ê`��w
• ï × ÛØ��V���T��� þ Ø%��O��Û × �Mc��2���w�}}e~i ï þ Ø^�¬ï þ � ���w�����ª«�w���½¡��A�w�w�T¡¹�Y�2¢ ���|�A¡#�»�Y�^���p¡2�e� ¤_�¡#�Y�2���Y�2¢º¤G�p¬A���w���w¬������A�2�Y�A�>�w���2¡#�T���e��Y�w�,®�w�^¢w�Aª«���O�Y�A�*¢��Vª«�A���7�Y�A¬A�����w�2�2¥�ø�¡�¡��w�^�e�O�����ez�«ª(�w�����
¡#�A�^�w�2¡#���2¢����^�V¡#�/���%�^�Y���¾¬V���A�^¡#�/�A�w�_�2�e�����p����®�/������w���w�w���A�����Y�e��¡����A���Y���w¬X���^�V¡#�V¥¨²³����w�£���Y�w�2�����
�e���>�w�w���A�����Y�e�>¡#���V���Y���w¬����|�A¡#�T���e�Y�¾�^�Aª«�A¬V���w�2�A�^���e�|¢p�£���A���Y�A�w�£¡e¥

• =m�	)�ji � O���ï� ×=× ¶`æ����YªX�e�7ª«�e���w�2ªX�����£¡#�£�e� v ÜT÷A÷Vã ¿ ÜTéVãVã w¹©V�w�Y�A�_�V�������e*���w�çÁ ê`B ��� �Óü
ûi��ì�, � ë�ì ê#¥
• =m�	)�j���Ú�MØ_�2�2Ú7�l���� ¶ �_�V�����w�£���Y�����|���¨���Y�e���T�����^�e�µ���M�£�z�_�V�Y����¤w�������(�����¾���^�V¡#���V�z�/á/¢���ª«���^�����V�^�e�ª«�A�w��®�A�£¢p�_���Y�|�2�^¢��£¡#�w�£�e���Y�«����ª«�A¥

Ü2ëOã



Ü2ëVô



8 [�� Ð<[�Ê Ñ UF� Î�\ Ò

¶����w�w�2�2©|ð�¥w¶/¥�©|õ¨�#�Y�w�A©w¦(¥�©|�e�^¢�æ,�eª«��§�©wæ�¥�° Ü2éeâO÷ ©=x=%�Bi�x�m{1ê`�~� �
�tcÍ�ne © ÷Vë á
õ��e�����£���£�2©w¶/¥�© ä �A�^�n�9©wø�¥�© ä �O�e�j©w¶(¥¹�|¥�©w�A�^¢7ñ¼�A���q©��^¥
"(¥�° Ü2éAéV÷ ©'f��z{ ] C ý ?��.c ý e © ãeâOã
Ýµ�����£�e�Y���^�2©w¶/¥�° ÜnåeëA÷ ©�E�ë�é(� û�ý
þ+ë)f'ë�ÿeéÍûaÿuû��	�Ôþ+ÿuë�©µ�w�A�w�
Ýµ�G�A���n�A©�¶/¥�©^¦%�����2���2�2©wÈ�¥�©|�e�^¢7õ��e�wªX�e�^�j©wÈ(¥�° ÞAëAëeâ ©ôxo%�Bi�x�m{�ê-�~�2í ôAé v Þ w
Ýµ�A�^�R©|Ý¾¥�©^¦��w�����Y���T©wÈ�¥�©|Àw¡��O§��e�YÄA©�È�¥�©|�e�^¢�ÀO���e�Y¯OªX�A�j©wæ�¥�° ÞAëAëOã ©vf���{ ] C 3 ëi��ì4é�û�'zü�%����s�p�������.�
Ýµ�A�^�R©|Ý¾¥�©^¦��w�����Y���T©wÈ�¥�©^�A�^¢�ÀO�Y�A��¯GªX�e��©^æ�¥�° ÞAëAëeâ ©ôxo%�Bi�x�m{�ê-�~��í�� å�ë v ëeâ á ã�Ünã w
Ýµ�A�Y�w�£����© ü ¥�©|ÀG�_���Y¬A���q©wÈ�¥�©|ÀG�Y�e�Y¯GªX�e�j©^æ�¥�©^�e�|¢ºí¾�AªX��������©O %¥�° ÞAëAëAâ ©=x=%�Bi�x�m{1ê`�~�mu]êeì éVÞ
Ýµ�G�j©-�O���Y�j° ��� �2�j¥ §���¯G���_�2¢w���^¥ �V��¬ � §���¯O� � �¾���2�2° Ýµ�G�
È¾���w�2���j©^¸=¥�©|ð��G¡��|�w©wæ�¥�©|�e�^¢Ýµ�A���2�2©�¸�¥�° ÞAëAëOã ©'fÃû�ýn���û�ì��{�� ] ��ì�éÍû�ý���C�û�ÿ � � 8tc � e © ÜTÞA÷Vã
 z�Y��¯������j©�¦(¥�©w¦¾�e�^�����j© � ¥�©wõ¨�A�^¢w�n�V©O¶(¥�©^æ��V�Y��¯G�R©Gí«¥�©��A�^¢ ä ��� Â±�A©�¸�¥�° ÞAëAëAâ © ] �uì�éÍûuü�%�Bi�x�t�Gû�,Géx� ! F�� c Ô e © Ü2â
æ,�e�|��ªX�e�^�j©9 �¥�© ä ���^�A�^¡2Â|©>ð�¥�© ä �wª«���w���2©ï�|¥ ¿ò¸�¥�©j�%Ä2�A�j©ï�^¥ ¿ò¸=¥�©j�e�|¢ñ¼����¯��2©ï�^¥�° ÞAëAëwÜ ©»ú � ëi�	�x���S,
ë�ý
ì�,s�èÓé�ë�� Ô 8 © ãwÜTãVã
æ��Aª«�2���|©�æ�¥�©^ð��2¤|�V�����V��©wßï¥�©^�A�^¢7���2��Ã��������w©w¶/¥�° ÞeëVëAë ©ôx=%sBi�x�.u]êeì�� ] ý � � c � � !ne ©wá ãAã
æ��Aª«�2���|©�æ�¥�©^�*����Ã������Y�^©w¶/¥�©^ð���¤_�A�V���A�2©wß0¥�©^�e�|¢ºõ¨���Y�G�w�q©w¶/¥�° ÞeëAëOÞ ©��}��fÃû&.p�®x=%�Bi�x�)í Ô_Ô © ÷VôAé
æ��w�^¢w���Yª«�A�w�j©Þ�|¥�° ÞeëVëVã © x¶éÍê	.�þ+ÿeì4þ�ý�
ãìb%�êMútf¤² ü�û 4 êré´��ü
ê�ÿeì�é(,s�ß½rû�éÐîeþ�ý�ë�é(BRü
û � BW%�ê	.�éÍë � ��ü
ë�ÿuê(�¹©
�e�+�%���_° �A�����Y�e¿ò�w� �eëVãAë á ë^Ü�â � Ü

¦%��Â±���A�j©w¶/¥|�e�^¢»ÀG�A�^�Y�V¢����2�j©w�,¥�° ÞAëAë áw© ] ��ì4é�ûp�t�Gû�,Géx� � ?�� © ä=ã
¦%��Â±���A�j©w¶/¥�©|ÀG�V�w���A¢��2���j©w�,¥�©w�e�^¢Ýµ�V���w�£���j© ü ¥�° ÞeëVëVã © ] ��ì�éÍûp�t�Gû�,Géx� ! Ô 8 © ä�ô á
í����YÄA©^æ�¥^�A�^¢ºñ´�2��¯���©°�^¥�° ÞeëAëAâ ©=x=%�Bi�x�m{1ê`�~�2í å�ë v ëVô á ãVÞVå w
ä �V¡��w�ÙØ�Ä���¿òð����A©�ß0¥|�e�^¢ ä �wª«���w�#�T©¹�|¥ ¿ò¸�¥�° ÜTéAéVã ©ôxo%�Bi��þ+ÿ(��{�ê ü�û�é�ì/� ý��
� © Ü á ã ©��e�+�%���9° ¬V��¿³ÂG¡ �eéAôAëOãeë^Ü2ë � Þ
ä �A�^¢>©wí«¥^�A�^¢7ß�e¬V�w��� Â±�^©��|¥�° ÞAëAëVã ©ôxo%�Bi�x�m{�ê-�~�mu]êeì4ì�� ? � © ëOå�Ü á ë^Ü
ä �2�w�A�|¡�Â_©wð�¥�© ä �V¡��w��Ø2Ä���¿òð��2�A©�ß0¥�©^�e�|¢ ä �wª«���w���2©¹�|¥ ¿q¸�¥�° Ü2éAéVô © ] ��ì�éÍû�ý�� ] ��ì4é�û�ü�%sBi�x� � Ô � ©wáAá é
ä �2�w�A�|¡�Â_©wð�¥�© ä �wª«���w�#�T©¹�|¥ ¿ò¸�¥�©^�A�^¢7��Ä2�A�j©¹�|¥ ¿ò¸�¥�° ÜTéAéVé © ] ��ì4éÍû�ýn� ] �uì�éÍûuü�%�Bi�x� � ��� © å á ã
ä �2�w�A�|¡�Â_©wð�¥�©^��ÄT�e�j©��|¥ ¿ò¸�¥�©|�e�^¢ ä �wª«���w�#�T©°�|¥ ¿ò¸�¥�° ÞAëAëVë © ]���] ��!�� © Ü
ä �2�w�A�|¡�Â_©µð�¥�©Mñ¼���2¯���©S�^¥�©µ�%Ä2�e��©S�|¥ ¿ò¸�¥�©�æ,�e�^��ªX�e�w��©M �¥�©¨�A�^¢ ä �wª«���w�#�T©¾�|¥ ¿ò¸�¥�° ÞeëVëVÞ ©çú � ë��+��þ+ÿuë � ë�ý .�S,
ë�ý
ì�,s� è¶éÍë���þ�ì�B Ô ?tc Ô 8ne © âOôA÷ á
ä �2�G���j©��|¥�° ÞeëAëOÞ ©=x=%�Bi�x�m{1ê�ü�ì�� ��! � © ÞAãwÜ

Ü2ëGå



ä �2�G���j©��|¥�©|À�¡��A�w�^�A�w���T¡#�|©O %¥�©_�e�^¢»ÀG����¯9©¹�|¥�° ÜTéAéA÷ ©ôxo%�Bi�x�m{�ê-�~�2í ãe÷Aé v ÜTë á ãwÜ2ô w
ä �^ª����w���2©¥�|¥ ¿ò¸�¥>�e�^¢¼ð��A�^¯A��ªX�^©9õ�¥�° ÜTéAéAé ©o� ] æ����eÿeþ+êrý�ÿuê��eêré�þ+ê`�x�¾C�êeé�þ+ê(�Eúv� �
��Ô © ÜAÜ�å ©(�A���¾���9° �A�����Y�e¿�w� ��éVéAë^Ü á ôAâ w
ä �^ª����w���2©¹�|¥ ¿ò¸�¥�©^ñ´�2��¯���©��|¥�©^ð��£�eÄ��^�����^©w¶/¥�© ä ���w�V�^¡�Â_©wð�¥�©w�e�^¢»�%Ä2�e��©��^¥ ¿q¸�¥�° ÞeëVë áw©&�që�ìl,Gé�ê �9ý�� © ãAé á
ü �����V¡�¯O�q©Gñè¥�° Ü2é á â ©1ú�ûA��� êeý
ì ë�é�þ�þ&f'ë�ìb%�ê-� ë�ì�þ+ÿrþ�Eqê � ��êeì�þ+ÿrþ å v ÷wÜ w
¸-�e�Y¯9©|Ý¾¥ ¿±æ�¥�° ÞAëAëAâ ©vf'û�ýn��qû�ì��{o� ] ��ì4é�û�ýn��C2ûaÿ � � � ? ©wá Ü á
¸��#�Y�������V�j©wß0¥�° Ü2éOåeé © ] �¡�t�}�ïx=%sBi��� â�å v ÜnÞ w
¸��G�A���A©wß0¥�° Ü2éVéVã ©=²1ê � þ+êl½+�Ôë�ý .çå�ë � ,
ê`�Úþ�ýyC�ÿeþ+êrý�ÿuêL�[.A,
ÿuë�ì�þ+û�ýn��©�ø¾�|�2�»�%�w���A���������±�X¸z�Y�2�Y�
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